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❯m ♠❡♠❜r❛♥❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②
V t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
u✱ v✱ w ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ x✱ y✱ z ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s
W ❇✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼❙❇▼
w0✱ w1 ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ w ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞✿
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡
x✱ y✱ z ❙♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
α ✇r❛♣ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧
αB ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ ❜② ❇✉s❤ ❡t ❛❧✳ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ str❡ss ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥
αR ❛♥❣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳
β β = ̂(Nx; ~x)
β′ β′ =
̂
(Nx +
∂Nx
∂x
dx; ~x)
βR r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳
γ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r
γc ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ γ
γl ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ γ
γnl ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ γ
γwr t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ γ
γ˜ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❛rt ♦❢ γ
∆h str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥
∆ε str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ▼❙❇▼ ♦r t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
∆µ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✉s❡❞ ✐♥ ▼❆◆
∆µf ✜❝t✐✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❆◆
ε str❛✐♥ t❡♥s♦r
εms ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r
①✐
θ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛①❡s ✐♥
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
λ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
λcr ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
λres ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✉s❡❞ ✐♥▼❆◆
λten ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❆◆
λI ✱ λII ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢r❛♠❡ ✭■✱■■✮
❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
µ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
ν P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
σ str❡ss t❡♥s♦r
σres r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss t❡♥s♦r
σcr ❧♦❝❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✈❛❧✉❡
σMAN str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼❆◆
Ω P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
①✐✐
❈❖◆❚❊◆❚❙
❈♦♥t❡♥ts
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
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①✐✐✐
❈❖◆❚❊◆❚❙
✷✳✷✳✷✳✶ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞ ✭❆◆▼✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❡r✲
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■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
M❡t❛❧ s❤❡❡ts ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❝♦✈❡r✐♥❣ r♦♦❢s✱ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥✮✱ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ❛❡r♦♥❛✉t✐❝❛❧
❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② tr❛♥s♣♦rt ✐♥❞✉str②✱ ❞♦♠❡st✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❛♥❝❡s✱ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥②
♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❛❜❧❡s✱ st♦r❛❣❡ ✉♥✐ts✳✳✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t ✉s❡s ♦❢ ♠❡t❛❧ s❤❡❡ts✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ st♦r❛❣❡✱ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❜♦❞✐❡s✱ ✐♥ ❛✐r❝r❛❢t
♣❛rts✱ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❛❜❧❡s✳
✶
❈❖◆❚❊◆❚❙
✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st✉❞②
T ❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❣♦♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ❛s ❛ ♠❛❥♦r st❡♣✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ s❡♠✐✲✜♥✐s❤❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ st❛♠♣❡❞ ♦r ❞❡❡♣✲❞r❛✇♥✱ ❜❡♥t✱ ✜♥❡ ❝✉t ❡t❝✳
✭s❤❡❡t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✮✳ ❙tr✐♥❣❡♥t q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❡♠✐✲✜♥✐s❤❡❞
♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ s❤❡❡ts ✭✇✐❞t❤ ✴
t❤✐❝❦♥❡ss✮ ♠✉st ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛s ❧✐tt❧❡ ♦✈❡rs✐③❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❡①tr❛✲✇✐❞t❤
✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❢r❡❡ ✭♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦st✮ ♦r ❤❛s t♦ ❜❡ tr✐♠♠❡❞ ✭♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦ss✮✳
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♠✉st ❜❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ µm✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ ✇✐❞t❤ ✭✧str✐♣ ♣r♦✜❧❡✧✱
♦r ✧str✐♣ ❝r♦✇♥✧✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❬■❍■ ✇❡❜s✐t❡❪✳
❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦r ✢❛t♥❡ss ✐s ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧✱ ❛s ❛♥② ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ✢❛t♥❡ss ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥
♣♦♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s✉❜✲
❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦✐r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡②
❝❛✉s❡ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❝✉st♦♠❡rs✳ ❚❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ❡✳❣✳ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♦r ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ♣✉t ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t r✐s❦ ✭st❛♠♣✐♥❣ ❡✳❣✳✮❀ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡✐r
✇❛✈② ❛s♣❡❝t ♠❛② r❡♠❛✐♥ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ♣❛✐♥t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❜✉②❡r ♦❢ ❛♥
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝❛r ♦r ❡✈❡♥ ❛ ❜❡✈❡r❛❣❡ ❝❛♥✳
❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ✐s ❡❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②
✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s s♣✉r✐♦✉s ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
❧♦❛❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ t❤✐♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ✐s t❤❡ r♦❧❧ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡t✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥
t✉r♥ ❝❛✉s❡s s❡❧❢✲❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✐t❡ ❛r❡❛s✱ ✇✐t❤ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ s❤❡❡t ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② t❤✐♥ s❤❡❡t ❛❧♠♦st ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♠❡❛♥s ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
✷
❈❖◆❚❊◆❚❙
❖♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥s♣❡❝✲
t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❧❡✈❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❧❛❜♦r
❝♦st✳ ❋❧❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❦❡♣t t♦ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧
t❤❛t t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❜❡♥✐❣♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥✲❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s ✭str❡ss✲♠❡t❡r r♦❧❧s✮✱ ❝♦♠♣❧❡① st❛♥❞s ✇✐t❤ ♥✉✲
♠❡r♦✉s ❛❝t✉❛t♦rs ✭r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ s❤✐❢t❛❜❧❡ r♦❧❧s ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
❆❧❧ t❤✐s ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐s ❜❡st ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
t♦ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❦♥♦✇♥✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❣❛✐♥ ❡①♣❡rt✐s❡ ✐♥ t❤✐s ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r✐❛❧✱ ❤✐❣❤❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞
r♦❧❧❡❞ str✐♣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❥✉st t❤❡
r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ s✉r❢❛❝❡ ❛s♣❡❝t ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉s ❛s ♥❡✇✱ ❤❛r❞❡r ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♣✉t ✐♥ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❤❡❧♣
❜✉✐❧❞ ❧✐❣❤t❡r ❝❛rs ❡✳❣✳ ❢♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❍❛r❞❡r ❛❧❧♦②s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r r♦❧❧✐♥❣
❧♦❛❞s ❛♥❞ ♠♦r❡ r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✢❛t♥❡ss ❝♦♥tr♦❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳
❆ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✿ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡✈❡♥ ❝❤❡❛♣❡r✳
✷ ❆✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞②
Ar❝❡❧♦r▼✐tt❛❧ ❛♥❞ ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✱ t✇♦ ♠❛❥♦r ♠❡t❛❧ s❤❡❡ts ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ♦✇♥ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡✲
♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ❜❛s❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♥❛♠❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❡❡t r♦❧❧✐♥❣✱
t❤❡ ❚❡❝✸ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦✉♣❧❡s r♦❧❧ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str✐♣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s ❛♥❞ str❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ❜✐t❡✱ r♦❧❧ ❧♦❛❞s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✱ r♦❧❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str✐♣ tr❛♥s✈❡rs❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳✳✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ♣♦st✲❜✐t❡ str❡ss ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥✳
❚❤✐s ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡❛s✐❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ s❤❡❡ts r❡♠❛✐♥ ✢❛t
♦♥ t❤❡ ♠✐❧❧ ✭✉♥❞❡r ✐♥t❡rst❛♥❞ ♦r ❝♦✐❧✐♥❣ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s✮✳ ❇✉t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❬❍❛❝q✉✐♥✱ ✶✾✾✻❪ ✐s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡❢❡❝ts ✐❢ s❤❡❡ts ❞♦ ❜✉❝❦❧❡ ♦♥ ❧✐♥❡✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦st✲❜✐t❡ str❡ss
♣r♦✜❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞
✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪
✸
❈❖◆❚❊◆❚❙
t❤❛t ❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡rr♦r ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜✐t❡ ✜❡❧❞s ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
✐♥✲❜✐t❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ ❡✛♦rts ❛♥❞ r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r ✜♥❛❧ str✐♣ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ t❤❡
❛♠❜✐t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s✉❝❤ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✇♦r❦s ♣❡r❢❡❝t❧②✳
■❢ t❤❡ ♣♦st✲❜✐t❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ♦r ✐❢ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛t
st❛❦❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉❣❤t ❜②
tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✭✐♥❝♦rr❡❝t✮ str❡ss ✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝ts
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ t❡❧❧✐♥❣ ✐❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦r ♥♦t❀ ✐❢ ✐t ❤❛s ❛ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✭♠♦❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡
✭❝♦rr❡❝t❡❞✮ str❡ss ✜❡❧❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ str❡ss❡s ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s
✭♦♥ t❤❡ ♠✐❧❧✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❛t t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✮ ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t♦✇❛r❞s ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿
✶✮ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ♣❡r❢♦r♠s ❛ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐♥s✐❞❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛t
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧♦✇s ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✴ ❜✉❝❦❧✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦♥ ❧✐♥❡✱ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s✳ ■t ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t✐♠❡ t❤❛♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐ts❡❧❢✳
✷✮ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ❛ st❛❣❣❡r❡❞ s❝❤❡♠❡ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
s❤❡❧❧ ❋❊▼ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ st✉❞✐❡s t❤❛♥❦s t♦ ❛♥
❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❆◆▼ ✭❆s②♠♣t♦t✐❝ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s✱ ❛♥❞ ✐t
r❡q✉✐r❡s ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❇✉t ✐t ✐s ❛❜❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❢② ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❛❧❧ r❡s♣❡❝ts✱
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥
❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ✭♠♦❞❡✮
❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② ✐t ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❧❛①❡❞ str❡ss❡s✮✳ ❨❡t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐♥ ❛ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ str❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✇✐t❤ t✇♦ t♦♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
t❤❡♦r②✿
⋄ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸❀
✹
❈❖◆❚❊◆❚❙
⋄ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❛ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❜✉t
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✳
✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦✐r
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r r❡❛❞❡rs✱ ✇✐t❤ ❛
❢♦❝✉s ♦♥ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✿ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s ✐♥ s♦ ❢❛r ❛s t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✷ s✉r✈❡②s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✐♥ ❛ q✉✐❝❦ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧ ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✳
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t♦ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠❛♥♥❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t
♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ❛ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❡st✐♥❣ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐ts r❡s♣♦♥s❡
t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
⋄ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ ▼❙❇▼✱ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✳
⋄ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥✳
✺
❈❖◆❚❊◆❚❙
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❈❍❆P❚❊❘ ✶
❆◆ ❖❱❊❘❱■❊❲ ❖◆ ❚❍❊ ❘❖▲▲■◆●
P❘❖❈❊❙❙
▲✐❢❡ ✐s ♥♦t ❛❜♦✉t ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st♦r♠ t♦ ♣❛ss✳✳✳✳■t ✐s ❛❜♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦
❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛✐♥✳
❜② P❛✉❧♦ ❈♦❡❧❤♦
❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ❋r♦♠ ❇❧❛st ❢✉r♥❛❝❡ t♦ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❙t❡❡❧ ♠❛❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
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✶✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
I♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ q✉✐❝❦ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s✉❜✲
❥❡❝t t♦ ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r r❡❛❞❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦✉r❝❡s s✉❝❤
❛s ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✱ ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✽✽❪✱ ❬●✐♥③❜✉r❣✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❬P✐tt♥❡r ✫ ❙✐♠❛❛♥✱ ✷✵✶✶❪✳
❋r♦♠ st❛rt t♦ ✜♥✐s❤✱ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉❜✲♣r♦❝❡ss❡s
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ s❡♠✐✲✜♥✐s❤❡❞ t❤❡♥✱ ✜♥✐s❤❡❞ ♣r♦❞✉❝ts r❡❛❞② t♦ ✉s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s ❛r❡✿
✲ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❢r♦♠ ✐ts ♦r❡✳
❋♦r ❙t❡❡❧✿ ❇❧❛st ❢✉r♥❛❝❡ ✴ ❊❧❡❝tr✐❝ ❢✉r♥❛❝❡✱ ❖①②❣❡♥ ❢✉r♥❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
❋♦r ❆❧✉♠✐♥✉♠✿ ❊❧❡❝tr♦❧②s✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ♦r❡ ✐s ✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♣✉r❡ ❛❧✉✲
♠✐♥✉♠ ♦①✐❞❡ Al2O3 ❜② t❤❡ ❇❛②❡r Pr♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦❧②③❡❞ ✐♥t♦ ♠♦❧t❡♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳
✲ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛st✐♥❣
✲ ❘❡❤❡❛t✐♥❣
✲ ❉❡s❝❛❧✐♥❣
✲ ❍♦t r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣
✲ P✐❝❦❧✐♥❣✴❘✐♥s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✲ ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣
✲ ◗✉❛❧✐t② ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ✜♥✐s❤✐♥❣
◆❡①t✱ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ st❡❡❧ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
✶✳✶ ❋r♦♠ ❇❧❛st ❢✉r♥❛❝❡ t♦ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢
❙t❡❡❧ ♠❛❦✐♥❣
I♥ t❤❡ ❜❧❛st ❢✉r♥❛❝❡✱ ✐r♦♥ ♦r❡✱ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❧✐♠❡st♦♥❡ ✭t❤❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ st❡❡❧✮ ❛r❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s✉♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❢✉r♥❛❝❡✳ ❋r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧❛st
♦❢ s✉♣❡r❤❡❛t❡❞ ❛✐r s♦❢t❡♥ t❤❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡♠
✐♥t♦ ♠♦❧t❡♥ ✐r♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❧t❡♥ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ s❧❛❣ ❛r❡ t❛♣♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ✇❛st❡
❣❛s❡s ❡①✐t ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣✳ ❆❞❞✐♥❣ st❡❡❧ s❝r❛♣ t♦ ♠♦❧t❡♥ ✐r♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❢✉r♥❛❝❡✱ ✐t ✐s
♥♦✇ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♠♦❧t❡♥ st❡❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦❧t❡♥ ♠❡t❛❧ ❢❡❡❞s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❞s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❞s ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✜♥✐s❤❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❆❢t❡r ❝♦♦❧✐♥❣✱ str❛✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣✱ ❜❧♦♦♠s✶✱
s❧❛❜s✷ ❛♥❞ ❜✐❧❧❡ts✸ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠
✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
s✉❝❤ ❛s ♣❧❛t❡s✱ s❤❡❡ts✱ r❛✐❧s✱ t✉❜❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❢♦r❝❡s s❤✐❢t t♦ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥✐s❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ st❡❡❧ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲✜♥✐s❤❡❞ s❤❛♣❡s ❛r❡ r❡✜♥❡❞ t♦ ✜♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐③✐♥❣ t✇♦ ♠❛✐♥
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✹ ✿ ✐♥✐t✐❛❧ r♦❧❧✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ❍♦t ❘♦❧❧✐♥❣ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❈♦❧❞
❘♦❧❧✐♥❣ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❚❤✐s ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s❀
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐♥ str✐♣s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ s✉❝❤ ❛s ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ♦♥❧② ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❙✐♥❝❡ ❛ ♠❡t❛❧ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡s✐st❛♥t t♦ s❤❛♣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦❧❞✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❤♦t r♦❧❧❡❞ ✜rst✳ ❚❤✉s✱
s❧❛❜s ❛r❡ r❡❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❢✉r♥❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞✳
❖♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ♣✐❡❝❡ ✐s ❞❡s❝❛❧❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥② ❜✉✐❧t ✉♣ s❝❛❧❡
t❤❡♥ ❢❡❞ ✐♥t♦ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣✱ ♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ✐s t❤❛t ❛t ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
♠❡t❛❧s ✇❡❛❦❡♥ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❞✉❝t✐❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤
❡❛s✐❡r✳
❍♦t r♦❧❧✐♥❣ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞✴♦r r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ st❡♣✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss ♦r ❝r❛❝❦s✳ ❍♦t
r♦❧❧✐♥❣ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❝❛st ♠❡t❛❧s✳ ■t ❝❛♥ ❝❧♦s❡ ❣❛s ♣♦❝❦❡ts ✭❜✉❜✲
❜❧❡s✮ ♦r ✈♦✐❞s ✐♥ ❛ ❝❛st ❜✐❧❧❡t❀ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜r❡❛❦ ✉♣ ♥♦♥✲♠❡t❛❧❧✐❝ s❧❛❣ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s
❣❡t ❝❛✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ♠❡❧t ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✜♥✐s❤ ♦❢ ❤♦t ✇♦r❦❡❞ ♠❡t❛❧ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ r♦✉❣❤ ❜❡❝❛✉s❡✿ ✐✮ ❚❤❡ r♦❧❧s
✇❡❛r ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦t
♠❡t❛❧ ❞✉❡ t♦ ♦①✐❞❛t✐♦♥✳
❉✉r✐♥❣ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ st❡♣s✱ s❝❛❧❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡
❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝✉r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠
✐♥❞✉str② ❡✳❣✳✱ t❤❡ s❦✐♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉st ❝❛st ♣❧❛t❡ ✐s s❝r❛♣❡❞ ✭♠❛❝❤✐♥❡❞ ❛✇❛②✮✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝❛❧✲
✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ st❡❡❧ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✱ ✇❛t❡r ❥❡t ❞❡s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t✿
❛ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛t❡r ❥❡t ✭✶✺✵ ❜❛rs✮ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ s❧❛❜ ✴ str✐♣ s✉r❢❛❝❡❀ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜r✉t❛❧
❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜✉✐❧❞ ✉♣ ✈❡r② ❤✐❣❤ str❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❢r❛❝t✉r❡ t❤❡ ♦①✐❞❡✱
♣❡❡❧ ✐t ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✇❛s❤❡❞ ❛✇❛② ❜② t❤❡ ✇❛t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✜rst ❛t
t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ r❡❤❡❛t✐♥❣ ❢✉r♥❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ r♦✉❣❤✐♥❣ ♠✐❧❧ ✭✐✳❡✳
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ ♠✐❧❧✮✳ ❆s ♦①✐❞❡ r❡✲❣r♦✇s ✐♥ t❤❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ ♠✐❧❧ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ r✉♥✲♦✉t t❛❜❧❡✱ ❞❡s❝❛❧✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛❣❛✐♥ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡
❜② ♣✐❝❦❧✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❤②❞r♦❝❤❧♦r✐❝ ❛❝✐❞ ❜❛t❤✱ t❤❡♥✱ t❤❡ str✐♣ ✐s r✐♥s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥② ❡①❝❡ss
❛❝✐❞✳
✶❇❧♦♦♠s✿ ❜❛rs 150 t♦ 400 mm2
✷❙❧❛❜s✿ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞s 500 t♦ 1800 mm ✇✐❞❡ ❛♥❞ 50 t♦ 300 mm t❤✐❝❦
✸❇✐❧❧❡ts✿ ❜❛rs 40 t♦ 150 mm2
✹❘♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❞r❛✇♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❛♣
✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❙t❡❡❧ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬❧t✈st❡❡❧ ✇❡❜s✐t❡❪
❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ r❡✈♦❧✈✐♥❣ r♦❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧s r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦r s❤❛♣❡
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❣❛♣✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷
✶✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✢❛t✲❛♥❞✲s❤❛♣❡✲r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❬❙t❡❡❧ ✇❡❜s✐t❡❪
✶✶
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
✶✳✷ ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣
M❡t❛❧s ❛r❡ ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r
❤♦t r♦❧❧✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
❜❡tt❡r s✉r❢❛❝❡ ✜♥✐s❤ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
✐✮ ❚❤✐♥♥❡r ✇❛❧❧s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤✐❝❦♥❡ss < 0.5 ♠♠✮ ✱
✐✐✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s❤r✐♥❦ ♦♥
❝♦♦❧✐♥❣✳
✐✐✐✮ ❯s✉❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦①✐❞❛t✐♦♥✳
✐✈✮ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞✱ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤
str❡♥❣t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞❀ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✉❝t✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡
r❡st♦r❡❞ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❘❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❛❢t❡r
❬❑❛❧♣❛❦✐❛♥ ✫ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✸❪✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❘♦❧❧✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✿ ✭❛✮ ✇❛✈②
❡❞❣❡s❀ ✭❜✮ ③✐♣♣❡r ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ str✐♣❀ ✭❝✮ ❡❞❣❡ ❝r❛❝❦s❀ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛❧❧✐❣❛✲
t♦r✐♥❣ ✭❛❢t❡r ❬❍♦s❢♦r ✫ ❈❛❞❞❡❧❧✱ ✶✾✾✸❪✮✳
❉❡❢❡❝ts ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛s
t❤❡② ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❞✈❡rs❡❧② ❛✛❡❝t str❡♥❣t❤✱ ❢♦r♠❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡r
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞
r♦❧❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉❝t✐❧✐t② ❛t t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❝❛❧❧❡❞ ✢❛t♥❡ss
❞❡❢❡❝ts✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✱ s❤❡❡ts ✭0.1 mm ∼ 1 mm t❤✐❝❦♥❡ss✮
s❤♦✇ ❛ ❣r❡❛t s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✺ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ s♦♠❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t✳ ❋✐❣✉r❡
✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❆❢t❡r ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✱ ❝♦✐❧s ♠❛② ❜❡ s❤✐♣♣❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❆ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ st❡❡❧ str✐♣s
✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦❛t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✴ ❞✐✈❡rs✐❢② s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ str✐♣s ✉♥❞❡r❣♦
✺❘❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✿ str❡ss tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ♣r♦❞✉❝t ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
✶✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❢✉rt❤❡r ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❤❡❡t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❞✉❝t✐❧✐t②✳ ❆♥✲
♥❡❛❧✐♥❣✻ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❝❛r❜♦♥ st❡❡❧✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❡♠♣❡r
r♦❧❧✐♥❣ ✭♦r s❦✐♥ ♣❛ss r♦❧❧✐♥❣✮✱ ❛ s♠❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❛ss ✭✵✳✸ ✲✸✪✮ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s ✢❛t♥❡ss ❛♥❞
✐♠♣❛rts ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦♥ t❤❡ str✐♣ s✉r❢❛❝❡✼✳
✶✳✸ ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s
✶✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s
T ❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s ✲t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ t✇♦ ♦❢
❛ ❦✐♥❞✳ ■♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t✇♦✲❤✐❣❤✱ ❢♦✉r✲❤✐❣❤✱ s✐①✲❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✲t②♣❡
♠✐❧❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❙❡♥❞③✐♠✐r ♠✐❧❧s✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡✲st❛♥❞
♠✐❧❧s✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r r♦❧❧s✳
❘♦❧❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✇♦r❦ r♦❧❧s ✭❲❘✮✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧s ✭■❘✮ ♦r ❜❛❝❦✉♣ r♦❧❧s ✭❇❯❘✮
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r r♦❧❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞
❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ t❤❡
str✐♣✿ ❝❛st ✐r♦♥✱ ❝❛st ❛♥❞ ❢♦r❣❡❞ q✉❡♥❝❤❡❞ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❡❞ ❤♦t ✇♦r❦✐♥❣ t♦♦❧ st❡❡❧s✱ ❍✐❣❤
❙♣❡❡❞ ❙t❡❡❧s ❢♦r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✱ ❤✐❣❤✲❈r st❡❡❧s ❢♦r ❆❧ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳✳✳ ❚❤❡ ❜❛rr❡❧ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛
s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✧❝r♦✇♥✧✳ ❚❤✐s
❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✢❛t♥❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳
❚❤❡ ❜❛❝❦✲✉♣ r♦❧❧s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r✐❣✐❞ s✉♣♣♦rt t♦ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❜❡♥❞✲
✐♥❣ ✉♣♦♥ r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s✱ ✉♣ t♦ t✇♦
♦r t❤r❡❡ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r✳
❚❤❡ ❚✇♦✲❍✐❣❤ ♠✐❧❧ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮ ✐s t❤❡ ♦❧❞❡st t②♣❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦❧❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ st❡❡❧✳ ◆♦✇❛❞❛②s ✐t ✐s ✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❢♦r t❡♠♣❡r r♦❧❧✐♥❣✼ ✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✲❍✐❣❤ ▼✐❧❧ ✭✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮ ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ♠✐❧❧ st❛♥❞ ❢♦r ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ str✐♣✳ ■t
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ✇♦r❦ r♦❧❧s ❜❛❝❦❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐❣❣❡r r♦❧❧s✳ ❚❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠✐❧❧ r♦❧❧s ✭❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣ ✲ ❲❘❇ ✲ ♦r ❇❛❝❦✲✉♣ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣ ✲ ❇❯❘❇✮✳
❚❤❡ s✐① ❤✐❣❤✲♠✐❧❧ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s✐① ❧❛②❡rs ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮ ✜♥❞s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧②
✐♥ ✜♥❛❧ ♣❛ss❡s ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳ ❖♥❝❡ t❤❡ str✐♣ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛♣✱ t❤❡ s❤✐❢t❛❜❧❡ t❛✲
♣❡r❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧s ♠♦✈❡ ❧❛t❡r❛❧❧② ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ❛❧✐❣♥ ♦r ❞✐s✲❛❧✐❣♥ t❤❡✐r ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡
str✐♣ ❡❞❣❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ❜✮✱ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧ ❝❛♥
✻❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s ❛ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ❤❡❛t❡❞✱ t❤❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t♦ r❡❧✐❡✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞✴♦r s♦❢t❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ r❡st♦r❡ ✐ts ❞✉❝t✐❧✐t②
✼❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❤❡❝❦ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹ ❛✮
✶✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
♦✛❡r ♠♦r❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ t♦ ❞❡✢❡❝t ❛♥❞ t❤✉s✱ ❧❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞
❧❡ss ✇❛✈✐♥❡ss✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✲✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❝❡♥t❡r ❞❡❢❡❝ts✲✱ t❤✐s ♠✐❧❧
❛❧❧♦✇s ♦♣t✐♠❛❧❧② ✢❛t s❤❡❡ts✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚✇♦✲❍✐❣❤ ▼✐❧❧ ✭❛❢t❡r
❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❋♦✉r✲❍✐❣❤ ▼✐❧❧ ✭❛❢t❡r
❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙✐①✲❍✐❣❤ ▼✐❧❧ ✇✐t❤ s❤✐❢t❛❜❧❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧s ✭❛❢t❡r ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❚❛♣❡r❡❞ s❤✐❢t❛❜❧❡ r♦❧❧s
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❙✐①✲ r♦❧❧ ▼✐❧❧✱ ❚✇❡❧✈❡✲r♦❧❧ ▼✐❧❧✱ ❚✇❡♥t②✲r♦❧❧ ❝❧✉st❡r ▼✐❧❧
✭❦♥♦✇♥ ❛s ❙❡♥❞③✐♠✐r ♠✐❧❧✮ ✭❛❢t❡r ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮ ✳
✶✹
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❚♦ ✉t✐❧✐③❡ st✐❧❧ s♠❛❧❧❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✇♦r❦ r♦❧❧s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ r✐❣✐❞✐t②✱ t❤❡ ❇❯❘ ♠✉st
s✉♣♣♦rt t❤❡ ❲❘ ♥♦t ♦♥❧② ❛❣❛✐♥st ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❙✐①✲
r♦❧❧ ❝❧✉st❡r ♠✐❧❧s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❧❛②❡rs ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✳❛✮✮ ✇❡r❡ ♣✉t ✐♥t♦ ✉s❡
❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❇❯❘ ✴ ❲❘ r❛t✐♦ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ st❡r✐❝
❤✐♥❞r❛♥❝❡ ✭t❤❡ ❇❯❘ ♠✉st ♥♦t t♦✉❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❲❘✮✳ ❚♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ st❛♥❞s ✇✐t❤ ❇❯❘ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✇❡❧✈❡✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✳❜✮✳ ❖♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❙❡♥❞✐③♠✐r
♠✐❧❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✺✵s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✳❝✮✮ ❛♥❞ ❣❛✐♥❡❞ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❢♦r
t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡s❡ ♠✐❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② t❤❛♥ ♥♦♥✲
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦✉r✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✇♦r❦ r♦❧❧s
✭❞✐❛♠❡t❡rs ✉s✉❛❧❧② ✹✵ ✲ ✶✵✵ ♠♠✮ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ♠✐❧❧ ♣r♦♠✐s❡❞ ❧♦✇❡r ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛
♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠✐❧❧s ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✳
✶✳✸✳✷ ❆ ❜r✐❡❢✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡s✐❣♥
W ✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ st❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ r♦❧❧ s✐③❡s ❛✛❡❝t t❤❡ r♦❧❧ ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ r♦❧❧ ❢♦r❝❡ ❛✛❡❝ts ❡❧❛st✐❝
r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ R t❤❡ r♦❧❧ r❛❞✐✉s✱ h ❛♥❞ l
t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ✇✐❞t❤✱ Lbite t❤❡ r♦❧❧✲str✐♣ ❝♦♥t❛❝t ❧❡♥❣t❤✱ ∆h t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✱ µ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ σ0 t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣✿
F = σ0.l.Lbite.(1 + κ.µ.
Lbite
h
) ❛♥❞ Lbite =
√
∆h.R ✭✶✳✶✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r♦❧❧ ❢♦r❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♦r s✐♠✐❧❛r
❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢❛❝t♦r κ✳ ■t ❣✐✈❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐❞❡❛
♦♥ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r♦❧❧ r❛❞✐✉s✳ ■t s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ r♦❧❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ r❛❞✐✉s t❤r♦✉❣❤
Lbite✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✉s ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r r♦❧❧
❢♦r❝❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ∆h✳
▲♦✇❡r r♦❧❧ ❧♦❛❞ ♠❡❛♥s ❡✐t❤❡r t❤❛t t❤❡ ♠✐❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❧❡ss str♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❡❛♣❡r✱
♦r t❤❛t ❤❛r❞❡r ♦r ✇✐❞❡r str✐♣ ❝❛♥ ❜❡ r♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❧❧✳
✶✺
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ s❤♦✇✐♥❣
r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛t ❝♦♥t❛❝t
❬●r❛t❛❝♦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✳❜✮❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❚❤❡ r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❬▼♦♥t♠✐t♦♥♥❡t✱ ✷✵✵✸❪✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✶✵✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t str❡ss ✜❡❧❞✱ r♦❧❧s ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✿
✶✮ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r♦❧❧ ❛s ❛ ✭q✉❛s✐✮ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
❢♦r❝❡ F ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥
❛t ❛♥② ♣♦✐♥t x ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❬●❡r❡ ✫ ●♦♦❞♥♦✱ ✷✵✶✷❪✿
δx =
F
24EIL
[2L′x(2L− L′)(x2 − L2)− xL(x3 − L′3)
− x(L− L′)4 + L(x− L′)4]
I =
π❉4beam
64
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✐♥ ✇❤✐❝❤ L ❛♥❞ ❉beam ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r✱ F
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt L′ ♦❢ ✐ts ❧❡♥❣t❤✱ E ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ I t❤❡
❛r❡❛ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❜✐❣❣❡r r♦❧❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡s✐st❛♥t t♦ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ s♠❛❧❧ ❲❘
❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❜✐❣ ❇❯❘ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ✇✐❞❡ ♠✐❧❧s ✭❧❛r❣❡ L✮ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❢♦r ❤❛r❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❧❛r❣❡ ❝♦♥t❛❝t
str❡ss✮✳
✶✻
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜❡❛♠ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞
✷✮ r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ r♦❧❧ r❛❞✐✉s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦♥❡
✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✳ ■t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐s t♦ ❛
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r str❡ss ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✶✳✶✶✮ ✿ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r♦❧❧ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✢❛tt❡♥✐♥❣
✐s ✭✐♥ µ♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡❝✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞
❛ ♣r❡❝✐s❡ s❤❛♣❡✳ ◆❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡
r♦❧❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ❞r♦♣ ❞❡❢❡❝t✱ ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ str✐♣s✳
❘♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭✈❡r②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❜② ❍✐t❝❤❝♦❝❦✬s ❢♦r♠✉❧❛ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡
r♦❧❧ ✴ str✐♣ ❝♦♥t❛❝t ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❍❡rt③ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥t❛❝t✮ ❬❍✐t❝❤❝♦❝❦✱ ✶✾✸✺❪ ✿
R = R0
(
1 +
16(1− ν2)
πE
F
∆h
)
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E ❛♥❞ ν ❛r❡ t❤❡ r♦❧❧ ❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ R0 t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ R t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ r♦❧❧
r❛❞✐✉s✱ F t❤❡ r♦❧❧ ❧♦❛❞ ♣❡r ✉♥✐t ✇✐❞t❤✳ ❆s F ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ R ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧✱ s✐♠♣❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ✉s❡ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇s t❤❛t ❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤ ❧♦❛❞s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ❢♦r r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦♥ ❛ ✈❡r② t❤✐♥ str✐♣ ✉♥❞❡r r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ♦❝❝✉rs ✐♥ t❡♠♣❡r r♦❧❧✐♥❣✮
❣✐✈❡s ❤✐❣❤ F ❛♥❞ s♠❛❧❧ ∆h✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❡r② s❡✈❡r❡ r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
✶✼
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❝♦♥tr❛r② t♦ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❬❑r✐♠♣❡❧stätt❡r✱ ✷✵✵✺❪✳
✶✳✸✳✸ ▼✉❧t✐✲st❛♥❞ ♠✐❧❧s
T ❤❡ t♦t❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦t st❡❡❧ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❛st s❧❛❜ 250 ♠♠ t❤✐❝❦✱ ✐t t❛❦❡s ❛❜♦✉t
12 ♣❛ss❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ 6 ❛♥❞ 1.5 ♠♠ ✭❛✈❡r❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ♣❛ss✿ 27% t♦
35%✮✳ ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ❞♦✇♥ t♦ 0.3 ✲ 0.8♠♠ t②♣✐❝❛❧❧② t❛❦❡s 5♠♦r❡ ♣❛ss❡s✱ ❛♥❞ t✇♦ st❛♥❞s ♠❛②
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r♦❧❧ ✐t ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t♦ 0.13 ✲ 0.15 ♠♠ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✬❝❛♥ ♠❛❦✐♥❣✬✳ P❛rt ♦❢
t❤✐s ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ r❡✈❡rs✐♥❣ ♠✐❧❧✱ ✐✳❡✳ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧❛❜
♣❛ss❡s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❧♦✇❡r✱ ❜✉t
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦❞❡r❛t❡✳ ❚♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t♦♥s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐♥❣ st❛♥❞s
✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡✳
❘❡✈❡rs✐♥❣ ♠✐❧❧ ◆♦♥✲❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✲st❛♥❞ ♠✐❧❧ ❚❛♥❞❡♠ ♠✐❧❧
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣❛ss r♦❧❧✐♥❣✳
❚❤✉s✱ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❤♦t str✐♣ r♦❧❧✐♥❣ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✿
✐✮ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡✈❡rs✐♥❣ ♠✐❧❧✳
✐✐✮ ❛ ♥♦♥✲❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✲st❛♥❞ ♠✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✼✲st❛♥❞ t❛♥❞❡♠ ♠✐❧❧ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r
❧❛r❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡❡❧ ♣❧❛♥ts✳
✐✐✐✮ ❛ r❡✈❡rs✐♥❣ ♠✐❧❧ ❢♦r t❤❡ ✧r♦✉❣❤✐♥❣✧ st❛❣❡ ✭✜rst ♣❛ss❡s ♦♥ t❤✐❝❦ s❧❛❜s✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
t❛♥❞❡♠ ✧✜♥✐s❤✐♥❣✧ ♠✐❧❧❀ t❤✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❧✐❣❤t ❛❧❧♦②s ✭✺ st❛♥❞s
✜♥✐s❤✐♥❣ ♠✐❧❧✮ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❢♦r st❡❡❧ ✭✻ ♦r ✼ st❛♥❞s ✜♥✐s❤✐♥❣ ♠✐❧❧✮
❋♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r st❡❡❧✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧ ✐s ❛ t❛♥❞❡♠ ♠✐❧❧ ✭✸
st❛♥❞s ❡✳❣✳ ❢♦r ❆❧✱ ✺ st❛♥❞s ❢♦r ❝❛r❜♦♥ st❡❡❧✮✳ ❇✉t st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✱ ♦r ❤❛r❞ ❝❛r❜♦♥ st❡❡❧s
✭♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❤❛r❞✱ t❤✐♥ str✐♣s✮✱ ❛r❡ ❝♦❧❞ r♦❧❧❡❞ ♦♥ r❡✈❡rs✐♥❣ ❝❧✉st❡r ♠✐❧❧s s✉❝❤ ❛s ❙❡♥❞③✲
✐♠✐r ♠✐❧❧s✳
❚❤❡ t❛♥❞❡♠ ✴ ♥♦♥ t❛♥❞❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
str✐♣ t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞s ✐✮ t♦
✶✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❣✉✐❞❡ t❤❡ str✐♣✱ ❦❡❡♣ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❧ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✢❛t✱ ✐✐✮ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ r♦❧❧✐♥❣
❧♦❛❞s ✲ ✐♥ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ✐❢ ❛ t❡♥s✐❧❡ str❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❘❉✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥t❛❝t str❡ss
✐♥ ◆❉ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ ✐✐✐✮ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ ✢❛t♥❡ss ❝♦♥tr♦❧✳ ❖♥ r❡✈❡rs✐♥❣
❝♦❧❞ ♠✐❧❧s✱ t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❝♦✐❧❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥t❡r✲st❛♥❞ t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜②
t❤❡ r♦❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ st❛♥❞ t♦ st❛♥❞ ✐♥ t❛♥❞❡♠ ♠✐❧❧s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲
❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✲st❛♥❞ ♠✐❧❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✐❧❡rs s✉❝❤ ❛s ♦♥ t❤❡ ❤♦t r♦✉❣❤✐♥❣ ♠✐❧❧✱ ♥♦ t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❛♥②✇❛②✮✳
✶✳✸✳✹ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
I♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❢♦✉r✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✿ ✐✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞
str✐♣✱ ✐✐✮ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ str✐♣ ❢r♦♠ str♦❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
❈♦♠♠♦♥ ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ♠✐❧❧ ❛r❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲✉♣ r♦❧❧s✱ s♣♦t ❝♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠
❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✭❝❤❡❝❦ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ✹✲❤✐ ♠✐❧❧
As ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♥❡①t ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❡♣ ❛❢t❡r ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ✧◗✉❛❧✐t②✱
✢❛t♥❡ss ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡ ✜♥✐s❤✐♥❣✧✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉♥❞❡rst❛♥❞
❡①❛❝t❧② ✇❤② ✐t ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✿ ✇❤❛t ❛r❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ♣r❡✈❡♥t
t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
✶✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
✶✳✹ ❋❧❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣
I♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ✢❛t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝✲
t✉❛t♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❯♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✱ ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✽✽❪ ❛♥❞
❬●✐♥③❜✉r❣✱ ✷✵✵✾❪✳
✶✳✹✳✶ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ❋❧❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts
T ❤❡ t❡r♠ ✢❛t♥❡ss ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠❡❛♥s ✧t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ str✐♣ t♦ ❧✐❡ ✢❛t ✇❤❡♥ ♥♦
t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✧✳
❉✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♥♦r♠❛❧❧② ❜✉t t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st str✐♣ ✢❛t♥❡ss ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✲❜✐t❡
♣r♦✜❧❡ ✉♥❞❡r ❧♦❛❞ s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛♣♣❡❛r✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✧♠❛♥✐❢❡st✧ ♦r ✧❧❛t❡♥t✧ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲✐str❡✐❝❤ ✐♥ ❬❲✐str❡✐❝❤✱ ✶✾✻✽❪ st❛t❡s t❤❛t ✧✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❜❡ t❤❡r❡✱
✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ str✐♣ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✢❛t✧✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♠❛② ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♠❡t❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ♦♥❝❡ t❤❡ str✐♣ ✐s tr✐♠♠❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❋❧❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✿ ❜♦✇ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✇❛✈✐♥❡ss
❞❡❢❡❝ts✳❬❆❘❑❯ ✇❡❜s✐t❡❪
❚✇♦ ♠❛❥♦r ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✮ ❛♥❞
✷✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
✲❇♦✇ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❧✐❦❡ ❝♦✐❧ s❡t✱ ❝r♦ss ❜♦✇ ❛♥❞ t♦rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡
t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s✳ ❈♦✐❧ s❡t r❡❢❡rs
t♦ ❛ ❞✐s✲s②♠♠❡tr✐❝ σxx(z) r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r♦❧❧s s♣❡❡❞s ♦r ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❈r♦ss ❜♦✇ ❜❡tr❛②s ❛ ❞✐s✲s②♠♠❡tr✐❝ σxx(z) str❡ss ♣r♦✜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t♦rs✐♦♥ s❤♦✇s ❝♦♠♣❧❡① ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ str❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ✭✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
s❡♥s❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr②✮ ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ str✐♣ t❤r♦✉❣❤
❛ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛st✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
✲❲❛✈✐♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✭♥♦♥✲❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡✮ ❧✐❦❡ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✱ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✱ ❝♦✐❧✲❜r❡❛❦s
❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ❜✉❝❦❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ✇❛✈❡s ❛❝r♦ss t❤❡ str✐♣ ❧❡♥❣t❤✿ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ str✐♣✳ ❲❛✈② ❡❞❣❡s
❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❋r♦♠ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❝r♦✇♥❡❞ r♦❧❧ t♦ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✿ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛✉s❡s
♠♦r❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❧s ✐s s♠❛❧❧❡r ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ✭❜✮ ❛♥❞
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❜✐❣❣❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♦♥ t❤❡
s✐❞❡s ✭❝✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❛✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ str✐♣ ❡❞❣❡s ✭❞✮✳ ✭❛❢t❡r ❬❑❛❧♣❛❦✐❛♥ ✫ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✸❪✮
❇✉❝❦❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ str✐♣ ❝r♦✇♥✽ ❛♥❞ ✇♦r❦ r♦❧❧s ❝r♦✇♥✽ ❞✉❡
t♦ r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ✭♥❛rr♦✇ ✇❛✈❡s✮ ♦r t♦ ❡①❝❡ss✐✈❡ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭✇✐❞❡ ✇❛✈❡s✮
✉♥❞❡r ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤❡ str✐♣ ✐s t❤✐♥♥❡r ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✐❢ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧✐♠✐t✱ t❤❡② ❝❛✉s❡ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✮✳
✽❈❤❡❝❦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆
✷✶
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❇✉❝❦❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✱ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❛✈✐♥❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦r
❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞❡✈♦t❡❞ ♦♥❧② t♦ ✇❛✈✐♥❡ss ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡
r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛❝r♦ss t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
✇❛✈✐♥❡ss t②♣❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ s✐♠♣❧② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ♣♦st✲r♦❧❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✮ ✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ t❤✐♥♥❡r s❤❡❡ts ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛❧✐t② ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ r❡q✉❡sts ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✉❛t♦rs
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳
✶✳✹✳✷ ❋❧❛t♥❡ss ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts
As ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✭ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✮✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t
H ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ l˜✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ✭♦r ❞❡♣t❤✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♥♦t❡❞ D ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬❨✉❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❡✈❡♥ r✐❝❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈② ❡❞❣❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧❡s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ✇❤❡r❡
♣r♦❞✉❝❡rs ❛✐♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t✇♦ ✢❛t♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✲
✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ♦❢ s❤❡❡ts ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜✉❝❦❧❡s✿ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ✐♥❞❡①✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤❡❡t str✐♣
s❤♦✇✐♥❣ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✬s❧✐t✬ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
str✐♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧♦♥✲
❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝✉ts ♦❢ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❚❤❡ st❡❡♣♥❡ss ✐♥❞❡① S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✹✮ ❢♦r ❛ s❤❡❡t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇❛✈❡s
♦❢ ❤❡✐❣❤t H ❛♥❞ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ l˜✳
S =
H
l˜
✭✶✳✹✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ✢❛t♥❡ss ✐♥❞❡① ♥♦t❡❞ I✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✢❛t♥❡ss✱
✷✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❡ss ✐s r❡❧❛①❡❞ ❛s ✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ str✐♣s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ Lref ✭✉s✉❛❧❧② t❤❡ s❤♦rt❡st ♦♥❡✮✱ t❤❡
■✲✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
I =
∆L
Lref
.105 ✭✶✳✺✮
✇❤❡r❡ ∆L ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❝✉t ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉t✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣
✇✐t❤ 105 ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤✐s ✢❛t♥❡ss ✉♥✐t ✭■✲✉♥✐t✶✵✮ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ s❧✐❝❡ ❡✈❡r② str✐♣ t♦ ❛ss❡ss ✐ts q✉❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡
t❤✐s ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ♦♥❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ❞❡❢❡❝t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡
✇❛✈❡ ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✢❛t♥❡ss ✇✐t❤♦✉t s♦♠❡
❛❞❥✉st♠❡♥ts✿
❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❡①♣r❡ss❡s ∆L ✐♥ t❡r♠ ♦❢ Fe (N) t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✮ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❡❧♦♥❣❛t❡ t❤❡ ❝✉ts ❧❡♥❣t❤ ∆L ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ▲❡♥❣t❤ Lref ✿
E
∆L
Lref
=
Fe
A
✭✶✳✻✮
✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ E t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✻✮✱ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ✐♥❞❡① I ❢♦r t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝✉ts i ❛♥❞ j ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿
Iij =
∆Lij
Lref
=
Feij
AE
✭✶✳✼✮
✶✳✹✳✷✳✶ ❖♥❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ❧❛t❡♥t ❞❡❢❡❝ts
❛✮ ❋❧❛t♥❡ss ❘♦❧❧s ❉✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣✱ s♦♠❡ ❞❡❢❡❝ts ♠❛② ♥♦t s❤♦✇ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t❡♥s✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ str✐♣ ❛ ✢❛t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡
str✐♣ ♣♦st✲r♦❧❧✐♥❣ ✭❛❢t❡r r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐♦♥✮✱ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧s s②st❡♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ r♦❧❧ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞❡✢❡❝t♦r
r♦❧❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❡♥s♦rs ✭✉♣ t♦ 60 s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
52 mm✮ ❣✐✈✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ r♦❧❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t
❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str✐♣✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡♥
t❤❡ str❡ss ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡❛❝❤ s❡♥s♦r i ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿
σixx =
F ic
2.hi.yi.sin(α
2
)
✭✶✳✽✮
✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ✇r❛♣ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✱ hi✱ yi✱ F ic ❛♥❞ σ
i
xx ❛r❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♦♥ t❤❡ ③♦♥❡ i✳
✶✵
1I − unit = 10µm
m
✷✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✬✢❛t♥❡ss r♦❧❧s✬ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❖♥❝❡ t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣♦st✲r♦❧❧✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❜②
❞❡❞✉❝t✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ T0✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ σxx − T0 ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✮ s❤♦✇s
❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐s ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s✳
❙tr❡ss ♠❡❛s✉r✐♥❣ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ str❡ss✱ ❛ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ str✐♣ ❝♦♦❧s ❞♦✇♥✱ t❤❡ s❛♠❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ♦♥ t❤❡
❡❞❣❡s ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳
❜✮ ❙♣❡❡❞ ❙❡♥s♦r ▼❡t❡r ❚❤❡ ✜rst ✢❛t♥❡ss s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❡❞ s❡♥s♦rs ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② P❡rs♦♥ ✐♥ ❬P❡rs♦♥✱ ✶✾✻✹❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞
r♦❧❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ❛ ③♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ s♣❡❡❞✱ ✢❛t♥❡ss ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
∆V
Vref
✇❤❡r❡ Vref ✐s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡
∆V
Vref
✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
∆L
Lref
✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡
✢❛t♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✳✼✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s②st❡♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❞✉❡ t♦ s❧✐❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r♦❧❧s ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧❡❞ ♣✐❡❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢❡st
❞❡❢❡❝ts❀ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝ts tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛✳
✶✳✹✳✷✳✷ ❖♥❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ♠❛♥✐❢❡st ❞❡❢❡❝ts
❛✮ ❙❤❛♣❡❧✐♥❡ ❚❤❡ s❤❛♣❡❧✐♥❡ s②st❡♠✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛s❡r ❧✐♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐s s♣r❡❛❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣✳ ❆ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♠❡❛♥s t❤❡ str✐♣ ✐s ✢❛t✳
✷✹
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✬s❤❛♣❡❧✐♥❡✬ ✢❛t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ✭❛✮ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧✐♥❡✱
✭❜✮ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡t✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✷❉✲s❤❛♣❡❧✐♥❡s ♦❜s❡r✈❡❞
✇✐t❤ ❛ ✷❉ ♠❛tr✐① ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✸❉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✶✳✷✶❜✮ ✮✳
❜✮ ▼♦✐ré ▼❡t❤♦❞ ✇❛s ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❡❛❞♦✇s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▼❡❛❞♦✇s ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✼✵❪ ❛♥❞
❚❛❦❛s❛❦✐ ❬❚❛❦❛s❛❦✐✱ ✶✾✼✵❪✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❛t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣
✐♥ ❬❑❛♥t♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ❬P❛❛❦❦❛r✐✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷
❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥❡ ❣r❛t✐♥❣✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r❛t✐♥❣ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str✐♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ▼♦✐ré ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✮ s❛✈❡❞✱
tr❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✸❉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ str✐♣ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞
✢❛t♥❡ss✳
✷✺
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✬▼♦✐ré ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✬ ✢❛t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②s✲
t❡♠
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✿ ✭❛✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
❣r✐❞✱ ✭❜✮ ❝❛♣t✉r❡❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r✐❞ ✭❝✮
▼♦✐ré ♣❤♦t♦ s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r
t✇♦ ❣r✐❞s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ s❤❡❡t✳
❙❤❛♣❡❧✐♥❡✱ ▼♦✐ré ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ❧❛s❡r ❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇ s❡r✐♦✉s
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ s♣❡❡❞ r♦❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳
❝✮ ▼❡♣❧❛❝❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹✿ ❚❤❡ ✬▼❡♣❧❛❝❛✬
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠
❬■♥❞✇✐t❡❝❤ ✇❡❜s✐t❡❪
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢❡st ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t
♠❛♣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ▼❡♣❧❛❝❛ ❬❆r❝❡❧♦r♠✐tt❛❧ ✇❡❜s✐t❡❪
❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆r❝❡❧♦r♠✐tt❛❧✱ ▼❡♣❧❛❝❛ ✐s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥t❛❝t❧❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r str✐♣
✢❛t♥❡ss ♦♥❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹✮ ✳ ■t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡rs ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛t❝❤
t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ s❤❡❡t✱ ❞✐st❛♥t ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs ✭5 ❝♠ ∼ 10 ❝♠✮ ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✭str✐♣✴❝♦♥❞❡♥s❡r✮✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❤❡❡t
♣r❡s❡♥t✐♥❣ str♦♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t r✉♥ ✉♣ ❛❣❛✐♥st t❤❡
str✐♣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ✐s ♣❛ss✐♥❣ ❜②✱ ▼❡♣❧❛❝❛ r❡❝♦r❞s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
t❡♥s✐♦♥✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❡t s✉r✲
✷✻
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳✷✺✮ ✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❧❛tt❡r ♦♥❡s✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ str✐♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st ❞❡❢❡❝t✳
✶✳✹✳✸ ❖♥❧✐♥❡ ❋❧❛t♥❡ss ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs
As ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ✉♥❡✈❡♥ r♦❧❧ ❣❛♣ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐✳❡✳
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ str✐♣ ✜❜❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✉s ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳
❚♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r♦❧❧ ❣❛♣✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ s❤❛♣❡ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣✳ ❲❡ ❝✐t❡ ✿
❛✮ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦ r♦❧❧✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦❧❧ ❝r♦✇♥❀ ✐t ♦✛❡rs ❧❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s✳ ❆
♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝r♦✇♥ ✭❧❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ✇❛✈② ❡❞❣❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❝r♦✇♥ ❝❛♥
❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❡♥❞✲
✐♥❣ ❜❛❝❦✉♣ r♦❧❧s ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✭s❤✐❢t❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✮ r♦❧❧s✳ ❊✈❡♥ ❜❡t✲
t❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❝t✉❛t♦rs ✭❲❘ ❜❡♥❞✲
✐♥❣ ❛♥❞ ❇❘ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✭❧✐♥❡❛r❧②✮ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳✷✻ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣
❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① t②♣❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡ss s✉❝❤ ❛s
q✉❛rt❡r ❜✉❝❦❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣
❛♥❞ ❜❛❝❦✉♣ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✲ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❜✮ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❚❡♥s✐♦♥ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✉❛t♦r ❢♦r ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤✐♥ str✐♣s ✭0.5 ♠♠✮✳ ❘♦❜❡rts
st❛t❡s ✐♥ ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪ t❤❛t ✧❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ③♦♥❡✧✳ ■❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r♦❧❧ s❡♣❛r❛t✐♥❣
❢♦r❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ❝r♦✇♥❡❞ r♦❧❧✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ str✐♣ ♣r❡s❡♥ts ❝❡♥t❡r
❜✉❝❦❧❡s ✭t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s t♦♦ ❧♦♥❣✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❝r♦✇♥ ✐✳❡✳
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r t❡♥s✐♦♥ str❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❢r✐❝✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥❛rr♦✇✳ ❆ ❞r❛st✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡✴❞❡❝r❡❛s❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡
✷✼
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❜r❡❛❦✐♥❣✴tr❛❝❦✐♥❣ str✐♣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❝✮ ❙❤✐❢t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧s▼✐❧❧s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r♦❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t❛❜❧❡ r♦❧❧s s②st❡♠ ✭❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✐①✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ❚❤❡s❡ r♦❧❧s ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡✐r
❡❞❣❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♦r ✇♦r❦ r♦❧❧✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❧❡❛r ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
❡❞❣❡ ❞❡❢❡❝ts✳
❞✮ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❧✉❜r✐❝❛♥t ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❧✉❜r✐❝❛♥t ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝t✉❛t♦r✳ ▲✉❜r✐❝❛✲
t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ r♦❧❧ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r♦❧❧s ♣r❡s❡♥t ❧❡ss ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts
❛♥❞ r♦❧❧ ✇❡❛r ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣✳ ■❢ ❧✉❜r✐❝✐t② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞
✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ❜✐t❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣✶✶ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦✈❡r✲r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r✴✉♥❞❡r✲r♦❧❧ ❝❡rt❛✐♥
t❤✐♥♥❡r✴t❤✐❝❦❡r ❛r❡❛s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
✇❛✈❡s✳
❡✮ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❲❛t❡r✐♥❣✴❈♦♦❧✐♥❣ r♦❧❧s ❈♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s ✉s❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ✐t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥t♦ ❤❡❛t tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇♦r❦
r♦❧❧s ♣r❡s❡♥t ❛ t❤❡r♠❛❧ ❝r♦✇♥✶✷ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞
❝♦♦❧✐♥❣ ❜② s♣r❛②✐♥❣ ✇❛t❡r ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ③♦♥❡ ✭❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ♣r❡ss✉r❡ ✢♦✇
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✮ ✐s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐rr❡❣✉❧❛r✐t②✳ ■t r❡❞✉❝❡s t❤❡ r♦❧❧ ❝r♦✇♥
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✶✳✹✳✹ P♦st✲r♦❧❧✐♥❣ ❋❧❛t♥❡ss ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t
As ❢♦r ✢❛t♥❡ss ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ♠❛♥② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐❦❡ ❚❡♠♣❡r ♦r s❦✐♥ ♣❛ss
r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❛✮ ❚❡♠♣❡r r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧✐❣❤t ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ s❤❡❡t st❡❡❧ ✭r❡❞✉❝t✐♦♥
0.3% ∼ 3%✮ ✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✢❛t♥❡ss✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✐♥❣✱ t♦
✜① t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ t♦ ❛❞❞ ❤❛r❞♥❡ss t♦ t❤❡ st❡❡❧ s❤❡❡t ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉r❢❛❝❡ t❡①t✉r❡✳ ❚✇♦✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳
✶✶❘♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❡ r♦❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛
❧♦❝❛❧ ✉♥❞❡r✲r♦❧❧✐♥❣✳
✶✷❉✉❡ t♦ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❧❧s✱ ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧s ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡♠ ❛ ❝r♦✇♥❡❞ s❤❛♣❡ ❝❛❧❧❡❞ ✬t❤❡r♠❛❧ ❝r♦✇♥✬✳
✷✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
❜✮ ❘♦❧❧❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛❢t❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡
str✐♣ ✐s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦ r♦❧❧s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥
❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✮✳ ❚❤❡ r♦❧❧s ❜❡♥❞ t❤❡ str✐♣ s❧✐❣❤t❧②
t♦ ❞❡❢♦r♠ ✐t ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ str✐♣✳ ❘♦❧❧s
❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ❛t t❤❡ ❡♥tr② t❤❛♥ t❤❡ ❡①✐t✐♥❣ s✐❞❡✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥s✉r❡s ❧❡ss
❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡①✐t ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss
t♦ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t str✐♣ ✐s str❛✐❣❤t❡♥❡❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
❝✮ ❚❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss tr❡❛ts s❤❡❡ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✢❛t♥❡ss ❛❢t❡r ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡♥s✐♦♥✲❜❡♥❞✐♥❣ ♣✉❧❧s t❤❡ s❤❡❡t ❜❡②♦♥❞ ✐ts ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t✳ ❙❤❛♣❡ ✐♠♣❡r❢❡❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ str✐♣ ✐s ♣❛ss❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r♦❧❧s t♦
✐♥✐t✐❛t❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ str❡t❝❤✐♥❣✱ ✜♥❛❧❧② t❤❡ str✐♣ ✐s ✢❛tt❡♥❡❞ ♦✉t t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❜❡♥❞
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽ ✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t str✐♣ ✐s ✐❞❡❛❧❧② ✢❛t ❛♥❞ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✿ ❘♦❧❧❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❛❢✲
t❡r ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽✿ ❚❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✭❛❢t❡r ❬❘♦❜❡rts✱ ✶✾✼✽❪✮✳
✶✳✺ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ s✉❥❡t ❛✉① ❧❡❝t❡✉rs ♣❡✉ ❢❛♠✐❧✐❡rs✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❡t ❧❡✉rs ♦r✐❣✐♥❡s
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ à ❢r♦✐❞✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✧✢❛♠❜❛❣❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ❝❛té❣♦r✐s❛♥t ❧❡s
❞é❢❛✉ts ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s✿ ❞é❢❛✉t ♠❛♥✐❢❡st❡ ❡t ❞é❢❛✉t ❧❛t❡♥t✳ ▲❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
♣❧❛♥é✐té ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ✭r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ♣❧❛♥é✐té✱ ♠♦✐ré✱ s❤❛♣❡❧✐♥❡ ✳✳✳✳✮ ♦♥t été ♣rés❡♥tés✳ ❊♥
♣❧✉s✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❡t é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❞é❢❛✉ts ♦♥t été ❡①❤✐❜és✳ ❊♥✜♥✱ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❧❛♥é✐té ❞❡s tô❧❡s ♠✐♥❝❡s ♦♥t été ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡①♣♦sés✳
✷✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❘♦❧❧✐♥❣ Pr♦❝❡ss
✸✵
❈❍❆P❚❊❘ ✷
▲■❚❊❘❆❚❯❘❊ ❙❯❘❱❊❨✿ ❙❍❊❊❚❙ ❆◆❉
P▲❆❚❊❙ ❇❯❈❑▲■◆● ❚❍❊❖❘■❊❙
❖✉r ❣r❡❛t❡st ✇❡❛❦♥❡ss ❧✐❡s ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ✉♣✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝❡rt❛✐♥ ✇❛② t♦ s✉❝❝❡❡❞
✐s ❛❧✇❛②s t♦ tr② ❥✉st ♦♥❡ ♠♦r❡ t✐♠❡✳
❜② ❚❤♦♠❛s ❆✳ ❊❞✐s♦♥
❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✷✳✷ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✷✳✸ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ❞❡❢❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✸✳✶ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✸✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✷✳✺ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
As ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❧s ❛✛❡❝ts t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡
r♦❧❧s ❝r♦✇♥✱ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❣♦❡s ♣❛st t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ str✐♣✱ ✐t ❜✉❝❦❧❡s
❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ✇❛✈②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ♠❛♥✐❢❡st✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✐s ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ❛❢t❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞
❝❛♥ ❛✛❡❝t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✳❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ s❤❡❡t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣♦st✲r♦❧❧✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ✐t ✐s
❜❡tt❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡♠✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✢❛t♥❡ss ❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮✳ ▼❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❛t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t❤❡
✢❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠✐❧❧s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡s ♠♦❞❡❧s ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✳
❆❢t❡r t❤✐s s✉♠♠❛r②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❡✈❡r② ❛s♣❡❝t
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❝♦✉♣❧❡
♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✿
❛✮ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧s ✭✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ❜❡♥❞✐♥❣✳✳✮❀
❜✮ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ✐♥✲❜✐t❡❀
❝✮ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜✐t❡ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜✐t❡❀
❞✮ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ str❡ss ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤✐s st✉❞② ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞
r♦❧❧✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭❝❤❡❝❦ ❈❤❛♣t❡r ✸ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❆s ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ r♦❧❧✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✧❚❡❝✸✧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✧▲❛♠✸✧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✧▲❛♠✸✧✳
❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿
✲ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳
✲ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧❡❞ s❤❡❡t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤❛t ♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r t❤❡
❜✐t❡✱ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❜✐t❡✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✸✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥s tr❡❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❈♦✉♥❤❛②❡ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✲✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✧▲❛♠✸✧✲✳
❋✐rst ❛ q✉✐❝❦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♥❡①t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st
♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ✢❛t♥❡ss✳
✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
T ❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ❛ ✈❡r② ❞❡❧✐❝❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s
t♦ ✜♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
✧t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡t✉r♥ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ✇❤❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❞✐st✉r❜❡❞✧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str✐♣s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ st♦♣s ❜❡✐♥❣ st❛❜❧❡ ♦♥❝❡ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♥♦t❡❞ σc✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳
❇✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r str✉❝t✉r❡s ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❊✉❧❡r ❢♦r ❜❡❛♠ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❬❊✉❧❡r✱ ✶✼✹✹❪✳
◆❡①t✱ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❧❛t❡s ✉♥❞❡r
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ❛♥❞ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❛r ❤✐s ♥❛♠❡ ❬✈♦♥ ❑ár♠á♥✱ ✶✾✶✵❪✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s
✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋✐s❤❡r ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❇✉s❤ ❬❇✉s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ✇✐t❤ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣✳
▲❛t❡r ♦♥✱ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r② ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ str✉❝t✉r❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✱ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❑♦✐t❡r ✐♥ ❬❑♦✐t❡r✱ ✶✾✼✵❪✳
❑♦✐t❡r ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡② ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ P♦✐♥❝❛ré ❬P♦✐♥❝❛r❡✱ ✶✽✽✺❪ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ❬❙❝❤♠✐❞t✱ ✶✾✵✽❪ ✇❤❡r❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳
▼❛♥② r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② P♦t✐❡r✲❋❡rr② ✐♥ ❬P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✶✾✽✼❪ ❛♥❞
❇✉❞✐❛♥s❦② ✐♥ ❬❇✉❞✐❛♥s❦②✱ ✶✾✼✹❪✱ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞
♣♦st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✸✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s
T ❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉r✈❡② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐✳❡✳ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡
♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✮✳
✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞
T ❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✿ ❜② ❞✐r❡❝t
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✷✳✷✳✶✳✶ ❈♦❧✉♠♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼❡t❤♦❞
A❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡
❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❛❦❡s
♦❢t❡♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲✐♥✈❡rs❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢r❡✲
q✉❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝ st❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧♣s
✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐t s♦❧✈❡s✳
❋♦r ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡♥❞s ♣✐♥♥❡❞✱ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❢♦r❝❡ P ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s
E.I.
d2y
dx2
− P.y = 0 ✭✷✳✶✮
❲❤❡r❡ E ✐s ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ I ✐s t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠♦♠❡♥t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿
y = 0 ❢♦r x = 0 ✭✷✳✷✮
y = 0 ❢♦r x = L ✭✷✳✸✮
❆ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠
y = Asin(kx) + Bcos(kx) ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ k =
√
P
EI
✱ ❛♥❞ A ❛♥❞ B ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳
✸✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✮ ❣✐✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭B = 0✮ ❛♥❞ ✭A = 0 ♦r sin(kl) = 0✮ ✐✳❡✳
kl = nπ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Pcr,n =
n2π2EI
L2
✭✷✳✺✮
n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✲ ❛♥❞ ❢♦r
❡✈❡r② n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳
❚❤❡ ❧♦✇❡st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐✳❡✳ n = 1✳ ❙♦ ✱
Pcr =
π2EI
L2
✭✷✳✻✮
✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊✉❧❡r ❬❊✉❧❡r✱ ✶✼✹✹❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡s ❢♦r y = Asin(
nπx
L
)✳ n = 1, 2 ❛♥❞ 3
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❜✉❝❦❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥t♦ ♦♥❡✱ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
A✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❈♦❧✉♠♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡s✲
s✐✈❡ ❢♦r❝❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥ ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣ ♠♦❞❡s
■♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s s❡r✐♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✱ ♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❧♦❛❞s✳
❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ r✐❣♦r♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
✸✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②
❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳
✷✳✷✳✶✳✷ ❈♦❧✉♠♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ❊♥❡r❣② ▼❡t❤♦❞
E ♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ■❢ V = U+Ω ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✇❤❡r❡ U ❛♥❞ Ω ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
st❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
δV = 0 ❛♥❞ δ2V > 0 ✭✷✳✼✮
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ st❛❜❧❡ t♦ ✉♥st❛❜❧❡ ✭δ2V ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳
δ2V = 0 ✭✷✳✽✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ δ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ V ✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❧♦❛❞ s✉❝❤ ❛s ❘❛②❧❡✐❣❤✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ●❛❧❡r❦✐♥✬s ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❡t❤♦❞
❜② ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ❛s ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s (Φi)i✿ y =
∑
m
ym.Φm✳
■♥ t❤✐s 1D ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
y(x) = y1.Φ1(x) + y2.Φ2(x) ✭✷✳✾✮
✇❤❡r❡ Φ1 ❛♥❞ Φ2 ❛r❡ t✇♦ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✈❡r✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s y = 0 ❢♦r
x = −L
2
❛♥❞ x =
L
2
Φ1(x) = x
2 − L
2
4
❛♥❞ Φ2(x) = x
4 − L
4
16
✭✷✳✶✵✮
❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s
V = U + Ω = 2.
1
2
[∫ L/2
0
EI(
d2y
dx2
)2dx− P
∫ L/2
0
(
dy
dx
)2dx
]
✭✷✳✶✶✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✾✮✱ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
V = y21(2EIL−
PL3
6
) + y22(
9EIL5
10
− PL
7
56
) + y1y2(2EIL
3 − PL
5
10
) ✭✷✳✶✷✮
✸✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❚❤✉s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y1 ❛♥❞ y2✳
M(δ2V) =


∂2V
∂y21
∂2V
∂y1∂y2
∂2V
∂y1∂y2
∂2V
∂y22

 =

 4EIL−
PL3
3
2EIL3 − PL
5
10
2EIL3 − PL
5
10
9EIL5
5
− PL
7
28

 ✭✷✳✶✸✮
❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
Pcr = 9.875
EI
L2
✭✷✳✶✹✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✹✮ ❛r❡ q✉✐t❡ s♠✐✲
❧❛r❀ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
✷✳✷✳✶✳✸ P❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼❡t❤♦❞
L❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❧❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮✳ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s✿
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
=
1
❉
Nx
∂2w
∂y2
w = 0 ❛♥❞
∂2w
∂x2
= 0✱ ❢♦r x = 0 ❛♥❞ x = L
w = 0 ❛♥❞
∂2w
∂y2
= 0✱ ❢♦r y = 0 ❛♥❞ y = l
✭✷✳✶✺✮
✇❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ♣❧❛t❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t②✳
❆ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠
w = Asin(
mπx
L
)sin(
nπy
l
) ✭✷✳✶✻✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ m ❛♥❞ n ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✷✳✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿
N =
π2L2❉
m2
[
m2
L2
+
n2
l2
]
✭✷✳✶✼✮
❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧♦❛❞ N s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✶✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳
Ncr = Min
(m,n)
N(L, l, n,m) ✭✷✳✶✽✮
✸✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✐s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✇♦ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥
✭m = 2✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ y−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭n = 1✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss
✷✳✷✳✶✳✹ P❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ❊♥❡r❣② ▼❡t❤♦❞
T ❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s
V = U + Ω
=
1
2
∫ L
0
∫ l
0
❉(
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
)2 − 2(1− ν)
[
∂2w
∂x2
.
∂2w
∂y2
−
(
∂2w
∂x∂y
)2]
dxdy
−1
2
∫ L
0
∫ l
0
N
(
∂w
∂x
)2
dxdy
✭✷✳✶✾✮
❚❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✳ (Φi)i✿ y =∑
m
ym.Φm ❛s
w =
∑
m
∑
n
wmnsin(
mπx
L
)sin(
nπy
l
) ✭✷✳✷✵✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✳✷✵✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ δ2V = 0✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧♦❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
N = π2L2❉
∑
m
∑
n
[
m2
L2
+ n
2
l2
]2
wmn∑
m
∑
n
m2wmn
✭✷✳✷✶✮
■❢ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t wmn ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡♥ δ2V ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤✉s✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡
✸✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❝❡♣t ♦♥❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✿
N =
π2L2❉
m2
[
m2
L2
+
n2
l2
]
✭✷✳✷✷✮
❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ N ✐♥ ✭✷✳✷✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳
Ncr = Min
(m,n)
N(L, l, n,m) ✭✷✳✷✸✮
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚♦ ❝♦♥s✉❧t ♠♦r❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ❧♦❛❞s ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♣✐❝❦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✬s ❜♦♦❦ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪✳
❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✐s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ②❡t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥
s❤❛♣❡✳
❘❡♠❛r❦ ✶
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
▼❡t❤♦❞ ✭❋❉▼✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ♦❢t❡♥ t♦ s♦❧✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✭t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s
❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣✐✈❡ ♥❡✐t❤❡r ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦r
❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ s✉r❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❥✉st ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ s♦♠❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❡✇♠❛r❦✲❱✐❛♥❡❧❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬◆❡✇♠❛r❦✱ ✶✾✹✸❪ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧s s✐♥❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚♦③❛✇❛ ✐♥ ❬❨✉❦❛✇❛✱ ✶✾✽✻❪ ✇✐t❤
❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ r♦❧❧❡❞ str✐♣s ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦ ✷
●❡♥❡r❛❧❧②✱ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦❧✈❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❡♥❡r❣② ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ str❡ss ♦r ❧♦❛❞ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛
❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✺✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
✸✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✿
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
=
1
❉
λNx
∂2w
∂y2
✭✷✳✷✹✮
❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
AX = λBX ✭✷✳✷✺✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ λ = (λ1, λ2, ..., λn) ✱ n ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞ B✱ ❛♥❞ (λi)i=1,..,n
❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ λcr✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞
♣❛r❛♠❡t❡r ❛s Ncr = λcrN ✳
✷✳✷✳✷ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
A❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡
❜✉t r❡♠❛✐♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❢❡✇
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ st❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜r✐❡✢②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♦r ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
✷✳✷✳✷✳✶ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞ ✭❆◆▼✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r②
T ❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ str♦♥❣ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡②
❜❡❧♦♥❣ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ Eλ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣♣♦s❡❞ s♠❛❧❧✮ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ E0 ✐s ❦♥♦✇♥ ❬❍♦✇✐s♦♥✱ ✷✵✵✺✱ ❈♦❝❤❡❧✐♥✱ ✶✾✾✹❪ ❛♥❞
❬❈♦❝❤❡❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳
❚❤❡ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❍✉✲❲❛s❤✐③✉ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿
δφHW =
∫
V
[δS : [γ −❉−1 : S] + St : δγ]dV − λPe(δu) = 0 ✭✷✳✷✻✮
✇❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ S ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r
✹✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❛♥❞ γ t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r .t ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ Pe
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞s λNx✱ u t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ λ ❛
❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❆◆▼ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s✉♠✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s ♣♦✇❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r a✿
U(a) = U0 +
n∑
i=1
aiUi
λ(a) = λ0 +
n∑
i=1
aiλi
Nx(a) = Nx0 +
n∑
i=1
aiNxi
a =< u− u0, u1 > +(λ− λ0)λ1
✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ U = (u, γ˜, S)t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ❡①tr❛✲t❡r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ n > 0✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐ts r❡s✐❞✉❡ ❢♦r♠✿
L(U) +Q(U,U)− λF = 0 ✭✷✳✷✽✮
F r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ L ❛♥❞ Q ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣❡r✲
❛t♦r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t (U0, λ0) ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✱ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ n ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a✿
♦r❞❡r 1✿ L0t (U1) = λ1F
< u1, u1 > +λ
2
1 = 1
♦r❞❡r p✿ L0t (Up) = λpF −
p−1∑
r=1
Q(Ur, Up−r)
✭1 < p ≤ n✮ < up, u1 > +λpλ1 = 0
✭✷✳✷✾✮
✇❤❡r❡ L0t ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧②✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ❛ ✜❝t✐✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ∆µf ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ s②st❡♠✿
L(U +∆U) +Q(U +∆U,U +∆U) = λF +∆µf ✭✷✳✸✵✮
✹✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
∆µ =
< ∆U0, f >
< L−1t (f), f >
✭✷✳✸✶✮
❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦✐♥t ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ∆µ ✐✳❡✳ ∆µ = 0✳ ❚❤❡♥✱
♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r❞❡r✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ n✱ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ U ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✇❛✈❡s✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜♦t❤ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣ ✉♥❞❡r
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss σx = −85 ▼P❛✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
❆◆▼✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.12 ♠♠✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❆ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss σx =
−85 ▼P❛✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❙❤❡❧❧ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞▼❆◆ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❩❛❤r♦✉♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❬❩❛❤r♦✉♥✐✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ t♦ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣s ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵✱ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✸✳✷✳
✷✳✷✳✷✳✷ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥
T ❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✶✾✽✻✱ ❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻✱
❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❢♦r ❜❡❛♠ ❛♥❞ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❛✐♠s t♦ ❞❡✜♥❡ ✧♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✧ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✉❝❦❧❡s✳
✹✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❙✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲
●✐♥③❜✉r❣ t❤❡♦r② ❬❲❡s❢r❡✐❞ ✫ ❩❛❧❡s❦✐✱ ✶✾✽✹❪ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆t
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♦♥❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✬▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡✬ ♥♦✲
t❛t✐♦♥✳ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✶✾✽✻✱ ❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻✱ ❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✇✐t❤ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥s ❜② ❛t ❧❡❛st t✇♦ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆ ♥❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s✿ t❤❡
♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡✳
❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s U = (u, v, w) ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✱
✇✐t❤ s❧♦✇❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿
U(x) =
+∞∑
−∞
Um(x)e
imqx ✭✷✳✸✷✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ x ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚♦ ❣✐✈❡ ❛ q✉✐❝❦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✿ ❛ str✐♣ ✐s ❞♦✉❜❧❡ ❧♦❛❞❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ Nx = σx.h✱ Ny = σy.h ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ σy << σx✳ L ❛♥❞ l
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳
✹✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡
✉♥❞❡r ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇r✐♥❦❧❡❞ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ ✉♥❞❡r ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✳
❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ w0 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✲s✐♥❝❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✲
❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ r❡❛❧✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥❞
t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ✇✐❧❧ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✿
divN = 0 ✭❛✮
N = ❈ : [ε(u) + γwr] ✭❜✮
−6❉q2∂
2w1
∂x2
− (2❉q2 +Ny)∂
2w1
∂y2
+❉q4w1 = −Nx
[
−∂
2w1
∂x2
+ q2w1
]
✭❝✮
✭✷✳✸✸✮
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✸✮ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1
✭✷✳✸✸✳❝✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✳❜✮✳
❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✷✳✸✸✳❝✮✿ w1 = sin(
πx
L
)sin(
πy
l
)✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
1 << qL ❛♥❞ 2❉q2 ≈ |Nx| << Ny✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡❞✉❝❡❞✿
|Nx(q)| = Nyπ
2
q2l2
+❉q2 ✭✷✳✸✹✮
❚❤❡ ✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡r q ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✳✸✹✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿
|σwrx | =
π
√
Eσyh
l
√
3(1− ν2) ✭✷✳✸✺✮
❖♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✷✳✸✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡s q✮ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ str❡ss ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
✹✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
st❛t❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ γwr✱ t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q
❛♥❞ w1✱ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ✭✷✳✸✸✳❜✮✳
❋♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡❡❦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
w1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛s ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❝❛❧❛r a ✭❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✿
w1(a) = w0 + w
(1)
1 .a+ w
(2)
1 .a
2
λ(a) = λ(0) + λ(2).a2
Nx(a) = N
(0)
x +N
(2)
x .a
2
✭✷✳✸✻✮
✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✸✸✳❝✮✱ ✐✳❡✳ N ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② λN ✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮ ✐♥ ✭✷✳✸✸✳❝✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ n = 0, 1 ❛♥❞ 2✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ st❡♣s ❧❡❛❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ λ0 ❛♥❞ λ2✳
❖♥❝❡ λ0✱ λ2 ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✻✮ ❛s ✿
a =
√
λ− λ(0)
λ(2)
✭✷✳✸✼✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✿
a
h
= C
(
l
L
)√
l|σx|
√
3(1− ν2)
h
√
Eσyπ
− 1 ✭✷✳✸✽✮
✇❤❡r❡ C
(
l
L
)
✐s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦
l
L
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✐♥t♦
❝♦♠♣✉t✐♥❣ λ0✱ λ2 ❛♥❞ C
(
l
L
)
✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❬❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳
❆s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❆ ❝❧❛♠♣❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❜✐✲❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤s L ❛♥❞ l ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 400 ♠♠ ❛♥❞ 200 ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss h ✐s 0.05 ♠♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐♦♥
✐s Ny = 10 N/mm ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❝❡ Nx ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r q ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✸✹✳
❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❆❜❛q✉s✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣
♣❛tt❡r♥✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❥✉st ❛❢t❡r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ♥❡❛r❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❆❜❛q✉s✳
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
✹✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
q✉✐t❡ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦st✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ♠✉❝❤ ❧❡ss
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡
✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❛♠❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ Nx = −0.09 N/mm✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ P♦st✲
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♥❡❛r t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧
s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❆❜❛q✉s ✭❜✮✳
Ny = 10 N/mm✱ Nx = −0.09 N/mm✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❘❡s♣♦♥s❡
❝✉r✈❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❆❜❛q✉s✳
✹✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥ts ♥♦✈❡❧t② ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■ts
♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡s ✉s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ❛
❣♦♦❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❥✉s✲
t✐❝❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t
❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✶✾✽✻✱ ❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻✱ ❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞
❬P♦t✐❡r✲❋❡rr② ✫ ❉❛♠✐❧✱ ✷✵✶✵❪✳
❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ②❡t s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳
✷✳✷✳✷✳✸ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❚❤❡♦r②
T ❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❡♦r②✱ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✈❡r② t❤✐♥ ♣❧❛t❡s✱ ❢♦r❜✐❞s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ str❡ss✿ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❛♣♣❡❛r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜✉❝❦❧❡s❀
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ♦r str❡ss ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦❀ σc = 0✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r②✱
❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❛✮❪ ❛♥❞ ❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❜✮❪ ❞❡✜♥❡ ❛ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛❜❧❡
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛❢t❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
■♥ t❤✐s st✉❞②✱ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s❡❞✿
❛✲ ❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦r ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ str✐♣ ✐s ✉♥❞❡r ♣❧❛♥❡ str❡ss✳
❜✲ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss❡s✳
❚❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r σ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
σ =
1
J
❋.H(❊).❋t ✭✷✳✸✾✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❋ ✐s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ♥✱ J = det(❋)✱ ❊ ✐s ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r
❛♥❞ H t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r✳
❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✧♥❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✧
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
~n1.σ. ~n1 ≥ 0 ✭❛✮
~n2.σ. ~n2 ≥ 0 ✭❜✮
~n1.σ. ~n2 = 0 ✭❝✮
✭✷✳✹✵✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ~n1 ❡t ~n2 ❛r❡ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s s✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s❤❡❛r str❡ss❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢r❛♠❡✳
✹✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❘❡♠❛r❦ ✸✿
❙✐♥❝❡ ~n1 ❛♥❞ ~n2 ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss ✐♥
t❤❡ ❜✉❝❦❧❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✹✵✮ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✿
✲ ■❢ ❜♦t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ~n1 ❛♥❞ ~n2 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ st❛②s
t❛✉t✳
✲ ■❢ ❜♦t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ~n1 ❛♥❞ ~n2 ❛r❡ ③❡r♦✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s s❧❛❝❦✳
✲ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss❡s ✐s ③❡r♦ ✭✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~n1 ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~n2✮✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❜✉❝❦❧❡s ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥
~n1✳
❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ t❤✐r❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉s✳ ❙♦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✹✵✮ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦✿
~n1.σ. ~n1 = 0 ✭❛✮
~n2.σ. ~n2 > 0 ✭❜✮
~n1.σ. ~n2 = 0 ✭❝✮
✭✷✳✹✶✮
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐t
r❡❧❛①❡s t❤❡ str❡ss❡s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡❡♥ s❛✐❞ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥❡
✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ str❡ss❡s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ s❡❡❦ t❤❡ ♦✛✲♣❧❛♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱✈✐❛ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❧❛✇✱ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t❤❡ str❡ss❡s t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✶✮✳
■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✭❛✮ ❛♥❞ ~n1 ✐s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✳
❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛✲ ❛❧❧♦✇s t♦ str❛✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✭❜✮✱
✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❝t✐♦♥❛❧ t❡♥s♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❋✬ = (I+ βR ~n1. ~n1).❋ ✭✷✳✹✷✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ I ✐s t❤❡ ✉♥✐t t❡♥s♦r ❛♥❞ (I+βR ~n1. ~n1) ✐s t❤❡ t❡♥s♦r ❡❧♦♥❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❝t✐♦♥❛❧ str❛✐❣❤t
♠❡♠❜r❛♥❡ t♦ ✜t t❤❡ r❡❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❧❡♥❣t❤❀ ✇❤❡r❡ βR ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❧❡♥❣t❤✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱
σ =
1
J
❋✬.H(❊′).❋✬t ✇✐t❤ ❊′ =
1
2
(❋✬.❋✬t − I) ❛♥❞ J = det(❋✬) ✭✷✳✹✸✮
✹✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ✭❛✮ ❆ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❧❡♥❣t❤ L′✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♥♦♥✲
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ L < L′✱ ✭❜✮ t❤❡ str❛✐❣❤t❡♥❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ( ~n1, ~n2) ❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❛✮❪
❖♥❝❡ σ(❋✬) ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ✈❡r✐❢② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿
~n1.σ(❋✬). ~n1 = 0
~n1.σ(❋✬). ~n2 = 0
~e3.σ(❋✬).~e3 = 0
✭✷✳✹✹✮
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❢r❛♠❡s ( ~n1, ~n2) ❛♥❞ (~e1, ~e2) ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱
✇❤❡r❡ (~e1, ~e2) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❛♥ ❛♥❣❧❡ αR = ( ~n1; ~e1) ❝❛♥
❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✹✮✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿
h1(αR, βR, δh) = 0
h2(αR, βR, δh) = 0
h3(αR, βR, δh) = 0
✭✷✳✹✺✮
✇❤❡r❡ δh ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✉♣♦♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞❡s ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ♥❡✇ str❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❝❧❡❛r❧② r✐❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r♦❧❧✐♥❣ t❤✐♥ str✐♣ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
✹✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✷✳✸ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ❞❡❢❡❝t
N ♦✇ t❤❛t ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ tr❡❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s
t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✷✳✸✳✶ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
✷✳✸✳✶✳✶ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ❜② ❇✉s❤
A❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪✳ ❇✉s❤ ❡t ❛❧✳ ❬❇✉s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ t♦♦❦
t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❧❛t❡ ❜✉t ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤✳ ❚❤✉s✱
Nx(y) = −σx(y).h ✭✷✳✹✻✮
◆❡①t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ k(y) =
Nx(y)b
2
π2❉
✱ ✇❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ k ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦✿
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
= −λk(y)π
2
l2
∂2w
∂y2
✭✷✳✹✼✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇✉s❤✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ❝❛♥ t❛❦❡
t❤❡ ❢♦r♠✿
k(y) = −1 + αB
(
2y
l
)r
− 1
2
<
y
l
<
1
2
✭✷✳✹✽✮
❚❤✐s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ t❡♥s✐❧❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s
✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ αB − 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r r✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮ t❛❦❡s
✺✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
w(x, y) = f(y)sin
(nπx
L
)
✭✷✳✹✾✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ L ✐s t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ f(y) ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲✇✐❞t❤ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✷✳✹✾✮ ✐♥
✭✷✳✹✼✮✱ t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
d4f
dy4
− 2
(nπ
L
)2 d2f
dy2
+
[(nπ
L
)4
− λkπ
2
l2
(nπ
L
)2]
f = 0 ✭✷✳✺✵✮
❙✐♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐❢ k ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ k(y) ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✿ k(y) = ki❀ i = 1, 2, ..., 2m ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ 2m ❡❧❡♠❡♥ts✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ 2m s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ 2m
s✉❜✲❡q✉❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ 2m s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ fi ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
fi(y) =
∑
j=1,...,4
Cij.e
αj ✇❤❡r❡ αi = ±πyi
√
nl(nl ± L√λki)
lL
✭✷✳✺✶✮
❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t Cij ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ f ✐✳❡✳ f ∈ C4(Ω)✳
❚❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡ 8m ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ CJ,J=1,...,8m ✐s
8m∑
J=1
MIJCJ = 0 I = 1, .., 8m
⇐⇒ AC − λBC = 0
✭✷✳✺✷✮
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t✉r♥❡❞ ♥♦✇ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ λcr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
❘❡♠❛r❦ ✹✿
■♥ ❇✉s❤✬s ❜✉❝❦❧✐♥❣ st✉❞② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥
❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❡ ♠❛② ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿
✶✮ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Nx ✐✳❡✳ k❀ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠✉❧t✐♣❧② k ❜✉t ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐t✳
♦r✱
✺✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✷✮ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ♥❡✈❡r t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ ❛ r♦❧❧❡❞ str✐♣✳ ■t st✉❞✐❡s t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣
✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛❢t❡r t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♦✛✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss✮✳
✷✳✸✳✶✳✷ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ❜② ❋✐s❝❤❡r
❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ t♦♦❦ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜✉t
t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❧♦❛❞❡❞ t❤✐s t✐♠❡ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ❛ s❡❧❢ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Nx(y) = Ngˆ(y) ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❣❧♦❜❛❧ t❡♥s✐♦♥ N0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝r♦ss✲✇✐❞t❤ ❢♦r❝❡
❧♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Nx(y) = Ngˆ(y) +N0 ✭✷✳✺✸✮
◆❡✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿
η =
y
l
✇❤❡r❡ − l
2
< y <
l
2
N˜ =
Nl2
❉π2
❛♥❞ N˜0 =
N0l
2
❉π2
gˆ(y)→ g(η) ❛♥❞ Nx → Nx(η) = Ng(η) +N0
✭✷✳✺✹✮
w(x, y) = a|2y
l
|n(sign(y
l
))ϕcos(
πx
l˜
) ✭✷✳✺✺✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ l˜ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✱ ϕ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s②♠♠❡tr②✴❛♥t✐s②♠♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✱ n ✭r❡❛❧✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲✇✐❞t❤ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
a ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
V ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✾✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ N
❜② Ngˆ(y) +N0✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
δV
δa
= 0
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ N˜(l˜, n) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ N˜(l˜, n)
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ l˜ ❛♥❞ n t❤❡ ❧♦❛❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✐✳❡✳
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
■♥ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❆ ❝♦s✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ Nx(η) = Cmcos
m(πη) ✇✐t❤ m = 1, 2...
❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ Nx(η) =
1
m
[(m+ 1)(2|η|)m − 1] ✇✐t❤ m = 1, 2... ✭✷✳✺✻✮
✺✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
δV
δa
= 0✱
t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿
N˜c(n) = f1(n) + f2(n)N˜0
f1(n) =
4n+ 2m+ 2
π2
[
(2n− 2)
[√
2n+ 1
2n− 3 −
2n+ 1
2n− 1
]
+ 2(1 + ν)(2n+ 1)
]
f2(n) = 1 +
m+ 1
2n
✭✷✳✺✼✮
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥
Nc(n) =
N˜c(n)❉π
2
l2
✭✷✳✺✽✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✺✽✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ n ❛♥❞ t❤❡
❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ l˜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳
Ncr = Min
n
Nc(n) ✭✷✳✺✾✮
❘❡♠❛r❦ ✺
❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ϕ✳ ❇✉t st✐❧❧✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇✉s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪
r❡♠❛✐♥s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r♦ss✲✇✐❞t❤ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐✳❡✳ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts r❡♠❛✐♥s
✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
✷✳✸✳✶✳✸ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s❤❡❧❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
T ✇♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ st✉❞✐❡s✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱
✉s✐♥❣ ❙❤❡❧❧ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼❡t❤♦❞s st❛♥❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ r❡st✿ t❤❡ ✜rst ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❨✉❦❛✇❛✱ ✶✾✽✻❪ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
✐t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵✱ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳
✷✳✸✳✶✳✸✳✶ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s
As ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
✺✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ s✉r❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧
♦r ❥✉st ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r
t♦ t❤✐s ❞♦✉❜t✳ ❇② ✉♥✐q✉❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✉♣s✐❞❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥
❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❋❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞
❢❡✇❡r st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r♦❧❧✐♥❣ str✐♣s✳
❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬❨✉❦❛✇❛✱ ✶✾✽✻❪ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢
r♦❧❧❡❞ str✐♣s ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V ✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠ ✭✷✳✻✵✮ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✿
∆V = δV +
1
2
δ2V + ... ✭✷✳✻✵✮
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ δV
♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ δ2V ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❧♦❛❞ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ δ2V ❝❤❛♥❣✐♥❣ s✐❣♥ ✐✳❡✳ δ2V = 0✳
V =
∫
{γ}t : SdΩ− {ξ}{P} ✭✷✳✻✶✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ξ = (u, v, w)t ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✱ S ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❡ss t❡♥s♦r ♦❢ P✐♦❧❛✲
❑✐r❝❤❤♦✛✱ γ ✐s t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ P t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❡
❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♣❧❛t❡✱ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r γ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡
γl ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♥❡ γnl✿
γ = γl + γnl
=
(
∂u
∂x
✱
∂v
∂y
✱
∂u
∂y
+
∂v
∂x
✱
∂2w
∂x2
✱
∂2w
∂y2
✱2
∂2w
∂x∂y
)t
+
(
1
2
(
∂w
∂x
)2
✱
1
2
(
∂w
∂y
)2
✱
∂w
∂x
∂w
∂y
✱0✱0✱0
)t
✭✷✳✻✷✮
❲❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s
✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
{γ} = [B]{ξ˜} ✭✷✳✻✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① [B] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ♠❛tr✐① [BL] ❛♥❞ [BNL] ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ t❡r♠s γl ❛♥❞ γnl✿
[B] = [BL] + [BNL] ✭✷✳✻✹✮
✺✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❬❨✉❦❛✇❛✱ ✶✾✽✻❪ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
{S} = [C]{γnl} ✭✷✳✻✺✮
✇❤❡r❡ [C] ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ δ2V
❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
δ2V =
(∫ (
[B]{S}+ [B]t[C][B]) dΩ) {δξ˜} ✭✷✳✻✻✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✿
[KL] =
∫
[BL]
t[C][BL]dΩ
[KNL] =
∫ (
[BNL]
t[C][BL] + [BL]
t[C][BNL] + [BNL]
t[C][BNL]
)
dΩ
[Kσ] =
∫
[B]t{S}dΩ
[KT ] = [KL] + [KNL] + [Kσ]
✭✷✳✻✼✮
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✷✳✻✼✮ ✐♥ ✭✷✳✻✻✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ δ2V ✐s✿
δ2V = [KT ]{δξ˜} ✭✷✳✻✽✮
❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t ❧✐♠✐t ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❇❡❢♦r❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣❧❛t❡ ✐s ✢❛t ✭w(x, y) = 0✮ s♦ t❤❛t [KNL] = 0✳ ❍❛✈✐♥❣ ❝❧❛r✐✜❡❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① [KL]✱ [Kσ] ❛♥❞ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t {ξ˜0} ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿
▲✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✿ {ξ˜0} = [KL]−1{P} ❛♥❞ [KNL] = 0 ✭✷✳✻✾✮
❙♦✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λc ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢②✿
δ2V = [KL] + λc[Kσ] = 0 ✭✷✳✼✵✮
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿
◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✿ {δξ˜∗} = [KT ]−1{P} ❛♥❞ [KNL] 6= 0 ✭✷✳✼✶✮
❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇
✉♣ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ s✉r♣❛ss❡s t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥t λc✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ δV ✱ S ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② λS ✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
✺✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦❛❞ ✭❤❡r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss S✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ st❡♣✿
δV =
(∫
{γ}t : λSdΩ− {P}
)
{δξ˜} = 0 ✭✷✳✼✷✮
❋♦r ❡✈❡r② ✐♥❝r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t
∆λ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✿ {ξ˜} = 0✱ λ = 0 ❛♥❞ ∆λ = 0✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐✳❡✳ δV = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤✐ts t❤❡
r❡❛❧ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ str✐♣ ✐✳❡✳ λ = 1✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ■❢ ♥♦t✱ λ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② λ+∆λ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧
s❤♦✇s ♠♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✿
✲ ❆❧❧ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
σx✳
✲ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✶✮✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐✳❡✳ ❛ ✜①❡❞ ❝❡♥t❡r
✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✐❢ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐❢ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❛r❡
❡①♣❡❝t❡❞✳
✺✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❚♦③❛✇❛✬s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❨✉❦❛✇❛✱ ✶✾✽✻❪✳
✷✳✸✳✶✳✸✳✷ ▼❆◆ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤❡❧❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
B❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❤❡❧❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✶ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞▼❆◆ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❩❛❤r♦✉♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❩❛❤r♦✉♥✐✱ ✶✾✾✽✱
❇♦✉t②♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ♣r♦❜❧❡♠s
❞✉r✐♥❣ ❋❧❛t r♦❧❧✐♥❣ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵✱ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
✺✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❚❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❍✉✲❲❛s❤✐③✉ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✷✳✼✸✮❀ ✐✮ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ str✐♣
❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str✐♣ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ 

∫
Ω
St : δγcdΩ = λten
∫
∂Ω3
PδξdS ✭❛✮∫
Ω
St : δγ˜dΩ = 0 ✭❜✮
S = ❈ : (γc + γ˜) + λresSres ✭❝✮
γc = γl(ξ) + γnl(ξ, ξ) ✭❞✮
δγc = γl(δξ) + 2γnl(ξ, δξ) ✭❡✮
γ˜ = γ − γc ✭❢✮
✭✷✳✼✸✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ξ✱ t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ γ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦rs S✳ γ˜ ✐s ❛♥ ❡①tr❛ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✭❡q✳ ✭✷✳✼✸❢✮ ✮ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❆ss✉♠❡❞ ❙tr❛✐♥ ✭❊❆❙✮
❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❘✐❢❛✐ ❬❙✐♠♦ ✫ ❘✐❢❛✐✱ ✶✾✾✵❪ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♥❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✷✳✼✸ ❜✮✳
❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs λten ❛♥❞ λres ❛❧❧♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐♦♥
P ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss Sres✳
■♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r st❡♣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❙t❡♣ ✶✿ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ P ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② t♦ t❤❡ str✐♣ ✭♦♥ ∂Ω3✮ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐t s♦♠❡
r✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ ❜r✐♥❣s ✐t ♦♥❡ st❡♣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r λten ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 1 ✱ ✇❤❡r❡ λten = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥♦ t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞
❛♥❞ λten = 1 ♠❡❛♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♥s✐♦♥ P ✱ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s
st❡♣✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✐s ♥♦t ②❡t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ λres = 0✳
❙t❡♣ ✷✿ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❦❡♣t ❛t λten = 1✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❧♦❛❞ λcr ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ λresSres✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r λcr ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❛ ✜❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❣✐✈❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✳
❙t❡♣ ✸✿ ◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s
t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s st❡♣✳ λres ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 1 ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐♣
st❛t❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❝r❡♠❡♥t✳
✶❚❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❜② ▼❆◆ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳■■■
✺✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❙t❡♣ ✹✿ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✭ λres = 1✮
♦♥❝❡ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✐✳❡✳ λten ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 1 t♦ 0✳ ❆❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣ t❤✐s st❡♣
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ♦♥❧② s❤♦✇ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳
❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭✷✳✼✹✮ ♦❢ U = (ξ, γ˜, S)t ❛♥❞ λ✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✼✸✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ n ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r a✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t ❛ t✐♠❡✳
U(a) = U0 +
n∑
i=1
aiUi
λ(a) = λ0 +
n∑
i=1
aiλi
✭✷✳✼✹✮
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛r❡❛✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❆◆ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ❜♦t❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ❋♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ❝❤❡❝❦ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡✿ ✭❛✮ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✭❜✮ ❛❢t❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
❘❡♠❛r❦ ✻
■♥ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿
✐✮ ❋✐rst✱ ❛ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❜✉❝❦❧✐♥❣✱ s✉♣♣❧②✐♥❣ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❢♦r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
✐✐✮ ❚❤❡♥✱ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
▼❆◆ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ st❡❡❧ str✐♣✳
✺✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❘❡♠❛r❦ ✼
❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❡r✈❡s ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛r❝❤❛♥❞ ❡t ❛❧✳
❬▼❛r❝❤❛♥❞✱ ✷✵✵✵❪ ✇❤❡r❡ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s ❆❜❛q✉s ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥❡❛r ✐♠♣♦ss✐✲
❜❧❡ t♦ ✐♥❥❡❝t ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❛q✉s ❬❆❜❛q✉s✱ ✷✵✵✽❪✱ ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ✈✐❛
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛
t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ str❡ss ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ②❡t ✐t ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ str❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
♠♦❞❡❧ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣✲r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
✷✳✸✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
A❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇❡r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞②✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✢❛t
r♦❧❧✐♥❣ ❜✉t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❜✐t❡ ❛♥❞ t❤❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❛♥ r❡❧❛① t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜✉t t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇♦r❦s
st❛♥❞ ♦✉t✿ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❈♦✉♥❤❛②❡ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
✷✳✸✳✷✳✶ ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜② ❈♦✉♥❤❛②❡
C♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠♣❧❡ ②❡t ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❤❡❡t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✐♥✐t❡
❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❋❉▼✮ ✇❤❡r❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ str❡❛♠❧✐♥❡s ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s❛t✲
✉r❛t❡❞ ❜② r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ r❡❧❛①❡s t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
t♦ r❡s♣❡❝t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ✐ts ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ❜②✿
σcr =
πEh2
3l˜2
✭✷✳✼✺✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ E ✐s ❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s✱ h ✐s t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ l˜ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✐♥ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❛✮❪✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢
✻✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ εbu ✇❤✐❝❤ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❜r✐♥❣s t❤❡
str❡ss ✐♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❛❝❦ t♦ σcr✳
ε = εel + εpl + εbu ✭✷✳✼✻✮
✇❤❡r❡ εel✱ εpl ❛♥❞ εbu ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛❞❞❡❞ ❜② ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙tr❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❢t❡r t❛♥❞❡♠ ♥✳✺ ❜✐t❡ ❡①✐t✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ t❛❦✐♥❣
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐t ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤✐s ✜rst ♦❢ ❛ ❦✐♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str✐♣✲r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ ♣r♦✈❡s ✐ts ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡✳ ■ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σx✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ✭♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❧❧ ❜② ❛ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡s t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♣✲
❣r❛❞❡s t❤❡ r❡s✉❧ts t♦✿ ✐✮ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ σcr ❛♥❞ ✐✐✮ ❜❡ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ③♦♥❡s ❜✉t st✐❧❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t ♥❡✐t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
✻✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✷✳✸✳✷✳✷ ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✷✳✸✳✷✳✷✳✶ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸
As ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ✉s❡❞ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ♦✇♥ ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤
t❛❦✐♥❣ t❤✐s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s✳
❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼ ❜❛s❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✾✵✬s ❛♥❞ ❡❛r❧② ✷✵✵✵✬s✳ ■t ❝♦✉♣❧❡s str✐♣ ❛♥❞ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❍❛❝q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✳❛✮✱ ❍❛❝q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✳❜✮✱ ❍❛❝q✉✐♥✱ ✶✾✾✻❪✳ ■ts ❣❡♥✲
❡r❛❧ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❋♦r t❤❡ str✐♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▲❛♠✸✮✱ t❤❡ ♠♦st s❛❧✐❡♥t
❢❡❛t✉r❡ ✐s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ str❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ s❤❛♣❡
❢♦r s♣r❡❛❞✱ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❜✐t❡ ❡♥tr② ❡t❝✳✳✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❣r❡❛t ❝❛r❡ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♦♥s❡t ❛♥❞ ❡①✐t✱ ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ str❡❛♠❧✐♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❨❛♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✱
s✐♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ str✐♣ s✉r❢❛❝❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ♠❛② ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ r♦❧❧ s✉r❢❛❝❡✱
♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❧♦s❡ ❝♦♥t❛❝t ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❨❛♠❛❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ P❡❝❧❡t
♥✉♠❜❡r ✭❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❤❡❛t ✢♦✇✮✱ ❛ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡ ❯♣✇✐♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞
❬P❛r❞♦ ✫ ❲❡❝❦♠❛♥✱ ✶✾✾✵❪✳
❆s ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧② ♦♥ str❡❛♠❧✐♥❡s✱ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✽✲♥♦❞❡✱ tr✐✲❧✐♥❡❛r ❤❡①❛❤❡❞r❛✱ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ P♦✇❡r ❬●r❛t❛❝♦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✳❛✮❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✧❡①tr✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✧ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❣r✐❞ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣❧❛♥❡✳ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❧♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t ❜✐t❡ ❡♥tr② ❛♥❞ ❡①✐t✳ ❆s r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✱
✻✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❛♥ ❡❧❛st✐❝✲✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ Pr❛♥❞t❧ ✲ ❘❡✉ss ❛❞❞✐t✐✈❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❏❛✉♠❛♥♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
♠♦❞❡❧ ✐♥ r❛t❡ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❛❞✐❛❧ r❡t✉r♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ str❡ss ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② str❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠❛tt❡r t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ✐s ❛
s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r t✐♠❡ st❡♣ ❬❍❛❝q✉✐♥✱ ✶✾✾✻❪✲s✐♥❝❡ t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ♣r♦♣❡r❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲t✐♠❡ st❡♣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦✐♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡r♠❡❞ ✧●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❚✐♠❡
❙t❡♣♣✐♥❣✧ ✭●❍❚❙✮✳
❚❤❡ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ▲✐❦❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ♦♥❡s ❬❙❤♦❤❡t ✫ ❚♦✇♥s❡♥❞✱ ✶✾✻✽❪✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ t❤❡♦r②✱ ❇♦✉ss✐♥❡sq s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✱
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✻❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜r♦✉❣❤t ❢♦r ❡♥❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛rr❡❧ ✴ ❛①❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❍❡rt③✐❛♥
❝♦♥t❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ✇♦r❦ r♦❧❧ ✭❲❘✮ ✴ ❜❛❝❦✲✉♣ r♦❧❧ ✭❇❯❘✮ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡
■♥✢✉❡♥❝❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭■❋▼✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡✜♥❡✲
♠❡♥t ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣✲❲❘ ❝♦♥t❛❝t✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡s✱ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ ❲❘❇ ♦r ❇❯❘❇✮
✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❉❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❛❝q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✳❛✮✱ ❍❛❝q✉✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✳❜✮❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❋❊▼ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
✻✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✉s❡❞
✐♥ ▲❛♠✸✳ ◆♦t❡ ❛①❡s x = ❘♦❧❧✐♥❣ ❉✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❬❘❉❪✱ y = ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❉✐r❡❝t✐♦♥
❬❚❉❪✱ z = ◆♦r♠❛❧ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❬◆❉❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❆ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳
✷✳✸✳✷✳✷✳✷ ❘♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
T ❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❤❡❡t
❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❋❉▼ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡♠s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜② ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❛✮✱ ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❜✮❪✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵✱
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✿ ✐❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✶ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✷✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✹✹✮ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❛✮✱ ❘♦❞❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✼✳❜✮❪
❤♦❧❞ ❢♦r σc 6= 0
~n1.σ. ~n1 = σc ~n1.σ. ~n1 > 0
~n2.σ. ~n2 > 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ~n2.σ. ~n2 = σc
~n1.σ. ~n2 = 0 ~n1.σ. ~n2 = 0
✭✷✳✼✼✮
■❢ t❤❡ t❤✐♥ str✐♣ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❡ss✱ t❤❡♥ σ =


σ11 σ12 0
σ12 σ22 0
0 0 0

 ❛♥❞
ε =


ε11 ε12 0
ε12 ε22 0
0 0 ε33

 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳
❈♦♥s✐❞❡r Λ =
(
λI
λII
)
✇❤❡r❡ λI ❡t λII ❛r❡ t❤❡ ❡①tr❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s I ❡t II✳
✻✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❙♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✼✼✮✱
λi =
|σc − σi|
E
✱ i = I.II ✭✷✳✼✽✮
✇❤❡r❡ E ✐s ❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s✳
λi ❢♦r i = I, II ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts σij ♣♦✉r i, j = 1, 2 ✐♥ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛s✿
λI =
1
E


∣∣∣∣∣∣σc −
(
σ11 + σ22
2
)
−
√(
σ11 − σ22
2
)2
+ σ212
∣∣∣∣∣∣

 ✭✷✳✼✾✮
λII =
1
E


∣∣∣∣∣∣σc −
(
σ11 + σ22
2
)
+
√(
σ11 − σ22
2
)2
+ σ212
∣∣∣∣∣∣

 ✭✷✳✽✵✮
▼♦✈✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✭❜✮✮ ✇✐t❤ θ =
1
2
tan−1
(
σ12
|σ11 − σ22|
)
✱ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t✿
∆εbu11 =


cosθ
sinθ
0


t

λI 0 0
0 λII 0
0 0 0




cosθ
sinθ
0

 = λI .cos2θ + λII .sin2θ ✭✷✳✽✶✮
∆εbu22 =


−sinθ
cosθ
0


t

λI 0 0
0 λII 0
0 0 0




−sinθ
cosθ
0

 = λI .sin2θ + λII .cos2θ ✭✷✳✽✷✮
∆εbu12 =


cosθ
sinθ
0


t

λI 0 0
0 λII 0
0 0 0




−sinθ
cosθ
0

 = |λII − λI |.sinθ.cosθ ✭✷✳✽✸✮
❚❤✐s str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✭❛✮✳
❆❢t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ t❤❡
♥❡✇ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❧❛①✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ✐✮ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ✐✐✮ r❡s♣❡❝ts t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✐s ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✮✳
✻✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥ ▲❛♠✸ ✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s r♦t❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σx ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✐✮ ❛ ♥♦♥✲❜✉❝❦❧✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲❛♠✲❚❡❝✸✮
❛♥❞ ✐✐✮ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣✲r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✴❈♦✉♥❤❛②❡✮ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
✻✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❘❡♠❛r❦ ✽
❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥
❞❡t❡❝t ✇❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♣♣❡❛r ✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ λi 6= 0✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r ❢❛✐❧s t♦ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
✷✳✸✳✷✳✸ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆
T ❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ t❤❡
s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❚❡❝✸✱ t❤❡ str✐♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❜② ▲❛♠✸ ✭✸❉ ❋❊✮ ❛♥❞ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❜✐t❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼❆◆ ✭s❤❡❧❧ ❋❊✮ ✭❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✮✳
❆ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✽✹✳❛✮✳
−→
T cLam3 = −
−→
T cMAN ✭❛✮−→
T cMAN = σMAN .
−→n r ✭❜✮
✭✷✳✽✹✮
✇❤❡r❡ −→n r ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ σMAN ✐s t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② ▼❆◆✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✱ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜✐t❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σres✳ ❚❤✐s str❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆✳ ❆ ♥❡✇ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥
−→
T cMAN ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼❆◆✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✿
−→
T cLam3 = −
−→
T cMAN ✳ ◆❡①t✱ ❛ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r✉♥ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❜✉t
♦♥❧② tr❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣✿ t❤❡ ❜✐t❡ ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐s t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✐♥✲❜✐t❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r♦❧❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■❢ t❤❡ r♦❧❧ st❛❝❦ ❣❡♦♠❡tr②
✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♣✉t t♦ ❛♥ ❡♥❞✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ ♥❡✇ r♦❧❧ st❛❝❦ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♠✲
♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ ❧♦♦♣ ❛❧❧ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✐✳❡✳ t❤❡
r♦❧❧ ❣❡♦♠❡tr② r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳
✻✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✴▼❆◆ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❆◆ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❆◆ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✐♥
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ♣r❡s❡♥ts
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸❛✮
❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡r❡ ♥♦ ✇❛✈✐♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ str❡ss
♣r♦✜❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❚♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ❞❡❢❡❝t✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ▼❆◆ ✈✷ ❬◆♦t❡ ▼❆◆ ✈✷✳✵✱ ✷✵✶✸❪ ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞▼❆◆ ✇✐t❤ ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤✿ ✐t ❝❤♦♦s❡s ❛ ♥❡❛r❜② s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡r✐❢②✲
✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥▼❆◆✲◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❤❡❧♣s
♠❛♥❛❣✐♥❣ ♥❡❛r❜② s♦❧✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s s❤♦✇✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❍❖P❈ ✭ ❍✐❣❤ ❖r❞❡r Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ▼❆◆ ✈✷ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛
❣♦♦❞ r❡s✐❞✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ s♦❧✉t✐♦♥❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦❧❞❡r ✈❡rs✐♦♥▼❆◆ ✈✶ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ str❛② ❛✇❛② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✮✳
✻✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ ❊①♣❧✐❝✐t▼❆◆ ✭✈❡rs✐♦♥ ✶✮✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠♣❧✐❝✐t▼❆◆ ✭✈❡rs✐♦♥
✷✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✐s ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✇❛✈② ❡❞❣❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 3.5 ♠♠✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✿ s♠❛❧❧ ✇❛✈② ❡❞❣❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ≃ ✶ ♠♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ✼✵ ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶✵ ♠♠✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✿ ✭❛✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✷✵✶✵
❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✷✵✶✸✳
✻✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧✮✱
t❤❡ ♥❡✇ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❇② t❤❛t ✐t
✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s ❛ ♠✉st ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σx ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✐✮ ❛ ♥♦♥✲❜✉❝❦❧✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲❛♠✲❚❡❝✸✮
❛♥❞ ✐✐✮ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣✲r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✷✵✶✵✮ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡t❡❝t ❛♥② ❜✉❝❦❧✐♥❣✲
❜✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❤❛s ♠✐♥✐♠❛❧
t♦ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡ ✭r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✱ r♦❧❧✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞
str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss✮✳
❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✳ ■t ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✱ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡✇ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣✳
■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts str♦♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❞♦✇♥s✐❞❡s s✉❝❤ ❛s ✐ts ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✣❝✉❧t ✉s❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳
❘❡♠❛r❦ ✾
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❝❤
❛s ✐✮ ✇❤❡r❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t ❛♥❞
✐✐✮ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ✐t str❛✐❣❤t✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡
✐s s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❛❦❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉✐t②❀ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡
♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❣❡♦♠❡tr② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❜✐t❡ ❡①✐t✳
✼✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ✐s t♦ ❝♦✉♣❧❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠♦❞❡❧s s✉❝❤
❛s ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✭✸❉ ❋❊✮ ❛♥❞ ▼❆◆ ✭s❤❡❧❧ ❋❊✮ ❜② t❤❡ ❆r❧❡q✉✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦r
✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❞❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬❇❡♥ ❉❤✐❛ ✫ ❏❛♠♦♥❞✱ ✷✵✶✵✱ ❇❡♥ ❉❤✐❛✱ ✶✾✾✽✱
❇❡♥ ❉❤✐❛ ✫ ❘❛t❡❛✉✱ ✷✵✵✶❪✳ ■t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ✭t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s✮ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ③♦♥❡
❝❛❧❧❡❞ ❣❧✉✐♥❣ ③♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✮✳ ❚❤❡ ❆r❧❡q✉✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s r❡❧✲
❛t✐✈❡❧② ❞❡❧✐❝❛t❡ ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ✐s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❛s❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ▲❛♠✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ▼❆◆✮✳
❙✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❜❡✐♥❣ ❛tt❡♠♣t❡❞ ♣r❡s❡♥t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆◆❘ P▲❆❚❋❖❘▼ ♣r♦❥❡❝t
✭❑✳ ❑♣♦❣❛♥ ✲ ❨✳ ❚❛♠♣❛♥❣♦✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✸✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ❆r❧❡q✉✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞♦♠❛✐♥s
❚❤❡ ♠✐①❡❞ ❆r❧❡q✉✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s✿
❋✐♥❞ (u3D, ushell, λA) ∈ W3D ⊗Wshell ⊗Wgluing;
∀v3D ∈ W3D ,
∫
Ω3D
α3Dσ(u3D) : ε(v3D) + C(λ
A, v3D) =
∫
Ω3D
β3Df.v3D
∀vshell ∈ Wshell ,
∫
Ωshell
αshellσ(ushell) : ε(vshell)− C(λA, vshell) =
∫
Ωshell
βshellf.vshell
∀µ ∈ Wgluing , C(µ, u3D − ushell) =
∫
Ωgluing
σ(µ) : ε(u3D − ushell) = 0
✭✷✳✽✺✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ f ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡s✱ σ ❛♥❞ ε ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡s (α3D, αshell) ❛♥❞ (β3D, βshell) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ✉♥✐t② ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♦♣❡r❛t♦r c(., .)✱ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✺✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
W3D, Wshell ❛♥❞ Wgluing ❛r❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
W3D = H1(Ω3D) = {v3D ∈ L1(Ω3D), Dv3D ∈ L1(Ω3D)}
Wshell = H1(Ωshell) = {vshell ∈ L1(Ωshell), Dvshell ∈ L1(Ωshell)}
Wgluing = H1(Ωgluing) = {vgluing ∈ L1(Ωgluing), Dvgluing ∈ L1(Ωgluing)}
✭✷✳✽✻✮
✼✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❘❡♠❛r❦ ✶✵
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✧❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✧ ✐s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t♦ ❛♥
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ✧❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✧✳
◆♦t ❛❧❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs r❡s♣❡❝t❡❞ t❤✐s ♥❛♠✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦
❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭t②♣✐❝❛❧ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❢♦r♠✮ t♦ ❜❡
r❡s♣❡❝t❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ str✐♣✳ ❘✐❣♦r♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐s st✉❞②✳ ❚♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❈♦✉♥❤❛②❡ tr❡❛t❡❞ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t s❡♣❛r❛t❡❧② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣
t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝♦♥st❛♥t ✜❡❧❞ ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡
s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✳
■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✧❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✿ ♦♥ t❤❡
❡❞❣❡ ♦r ❝❡♥t❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
tr❛♥s✈❡rs❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σx(y) t❤❡ str❡ss ✈❛❧✉❡ σcr ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣
λcr ✐s ❡q✉❛❧ t♦ λcr.Min(σx(y)) ✇❤❡r❡ Min(σx(y)) < 0✳
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
T ❤✐s s✉r✈❡② ❝✐t❡❞ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢❡✇
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s tr❡❛t✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❡✈♦❦✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❜② ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✇✐t❤ ▼❆◆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ✐✮ t♦ ❞❡t❡❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ③♦♥❡s✱ ✐✐✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❧♦❛❞✱ ✐✐✐✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐✈✮ t♦ r❡❧❛① t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✈✮ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❜✐t❡✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♠❛♥❞s✿
✶✮ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈♦✉♥❤❛②❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❆❜✲
❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ▲❛♠✸ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ r❡❧❛①✲
✼✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t ❜♦t❤ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ❜✉t ❢❛✐❧s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜✉❝❦❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳
✷✮ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧▼❆◆ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇②
✐ts❡❧❢✱ ✐t ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✸✮ ❲❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆
✇❛s s✉❜❥❡❝t t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧ ❛♥❞ ✸❉
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❆r❧❡q✉✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
✐♥s✉r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rs✉s ✈❡❧♦❝✐t② ❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❆◆
❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣❡rt✐♥❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❀ ♣❡rt✐♥❡♥t ♠❡❛♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞♦✲
✐♥❣ ✇❤❛t ▼❆◆ ❛♥❞ ❈♦✉♥❤❛②❡✬s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝❛♥ ❞♦ ✐✳❡✳ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ st❛t❡✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ t❤❡
r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s❡❡♠s t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡s❡ ♥❡❡❞s ✐s t❤❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✳ ❇② ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❈♦✉♥❤❛②❡✬s ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts
❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺
t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳
❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
✼✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✷✳✺ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❡♥q✉êt❡ ❝✐t❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡s tô❧❡s ❛ été ♣rés❡♥té❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ q✉❡❧q✉❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s tr❛✐t❛♥t ❧❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❝♦✉♣❧é❡s ❡t ❞é❝♦✉♣❧é❡s ♦♥t
été ❡①♣♦sé❡s é✈♦q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés ❡t ❧❡✉rs ❧❛❝✉♥❡s ✳
▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱
é✈✐t❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦✉♣❧❡r ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛✈❡❝
▼❆◆✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✐✮ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té✱
✐✐✮ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠♦❞❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ✢❛♠❜❡♠❡♥t✱ ✐✐✐✮ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s✱
✐✈✮ r❡❞✐str✐❜✉❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦st✲✢❛♠❜❡♠❡♥t ❡t ✈✮ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❝❛❣❡✲✢❛♠❜❡♠❡♥t✳
❆✉❝✉♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ♥✬❡st ❛♣t❡ à r❡♠♣❧✐r t♦✉t❡s ❝❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ✿
✶✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ♣rés❡♥té ♣❛r ❈♦✉♥❤❛②❡ ♣✉✐s ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❞❛♥s ▲❛♠✸ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❛ ③♦♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♣❧❛♥é✐té ❡t ❞❡ r❡❞✐str✐❜✉❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦st✲✢❛♠❜❛❣❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳
✷✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✭❊❋ ❝♦q✉❡s✮ ▼❆◆ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡
❡t ♣♦st✲✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tô❧❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉é❝♦✉♣❧é✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❛ ❝❛❣❡ ❡t ❧❡ ✢❛♠❜❛❣❡✳
✸✮ P♦✉r êtr❡ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ▼❆◆ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ❝♦q✉❡ ❡t ❧✬é❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ✸❉✱ ❝♦♠♠❡
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❆r❧❡q✉✐♥✱ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❛ss✉ré❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✭❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ▼❆◆ ❡t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛ ❞♦♥❝ été ❢❛✐t ✈✐❛ ❞❡s ❛❧❧❡rs✲r❡t♦✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞✲
è❧❡s tr❛♥s♠❡tt❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬✉♥ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡t s✐♠♣❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ✬P❡rt✐♥❡♥t❡✬ s✐❣♥✐✜❡
êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❝❡ q✉❡ ▼❆◆ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦✉♥❤❛②❡ ❝♦♠❜✐♥és ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡
✭❞é❝r✐r❡ ❧✬ét❛t ✢❛♠❜é ❡t ♣♦st✲✢❛♠❜é ❞❡ ❧❛ tô❧❡✮✱ ❡t ✬s✐♠♣❧❡✬ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❜❡s♦✐♥s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
✼✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✳ P❛r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝❛♣❛✲
❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❡t s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ s❡ ❝♦✉♣❧❡r ❛✈❡❝
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦✉♥❤❛②❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ à ❢r♦✐❞ s❡r❛ tr❛✐té❡ ❡t
ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✱ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡ ✈r❛✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ❡st ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❡t s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
✼✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✿ s❤❡❡ts ❛♥❞ ♣❧❛t❡s ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
✼✻
❈❍❆P❚❊❘ ✸
❋▲❆❚◆❊❙❙ ❆❈❚❯❆❚❖❘❙ ❖◆ ▲■◆❊✿
❯❙■◆● ▲❆▼✸✴❚❊❈✸✲❆❇❉❊▲❑❍❆▲❊❑
◆❡✈❡r ❣✐✈❡ ✉♣ ♦♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ②♦✉ r❡❛❧❧② ✇❛♥t✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✇❛✐t✱ ❜✉t
✇♦rs❡ t♦ r❡❣r❡t✳
❜② ❳✉❛♥ ❚❛
❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❋r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✷ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✸✳✸ ❇❡st✲❛❞❛♣t❡❞ ❲❘ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✹ ❚❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✺ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✼ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
F ❧❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤✐♥ str✐♣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ❛r❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r♦❧❧ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✐♣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭✐✳❡✳ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss✮✳
❚♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ ❛ t❤✐♥ str✐♣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ▼❛✐♥❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇♦r❦
r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❲❘❇✮ ❛♥❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤✐♥ r♦❧❧❡❞ str✐♣s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥✲❲❘❇ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✢❛t♥❡ss✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ✢❛t♥❡ss ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♣❛rt ✐s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❥✉st✐❢② ✇❤② t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❧❛t❡r
♦♥ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♥♦t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❜❛❝✉s t♦ r✉♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r♦❧❧✐♥❣
♠✐❧❧✱ ❜✉t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❛❝t✉❛t♦rs✳
❋r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ str✐♣ t❡♥s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ✐♠♣❛❝t
str✐♣ ♣r♦✜❧❡ ❛❢t❡r ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ❬❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ■♥
❬❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞② ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇♦r❦ r♦❧❧
❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣✳
❆❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ♥❡①t r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣❛ss✱ t❤❡ ❧❛st st❛♥❞ ♦❢ ❛ t✐♥♣❧❛t❡
s❤❡❡t ♠✐❧❧✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳
✼✽
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❙tr✐♣ ✇✐❞t❤ 855 ♠♠
❙tr✐♣ ❡♥tr② t❤✐❝❦♥❡ss 0.355 ♠♠
❙tr✐♣ ❡①✐t t❤✐❝❦♥❡ss 0.252 ♠♠
❙tr✐♣ ❝r♦✇♥ 4.81 %
❘♦❧❧✐♥❣ s♣❡❡❞ 22 ♠✴s
❇❛❝❦ ❛♥❞ ❢r♦♥t t❡♥s✐♦♥ 170 ▼P❛ ✲ 100
▼P❛
❚②♣❡ ♦❢ ♠✐❧❧ ✹✲❤✐❣❤
❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r 555 ♠♠
❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❧❡♥❣t❤ 1400 ♠♠
❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❝r♦✇♥ 0.0322 %
❇❛❝❦ ❯♣ r♦❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r 1300 ♠♠
❇❛❝❦ ❯♣ r♦❧❧ ❧❡♥❣t❤ 1295 ♠♠
❇❛❝❦ ❯♣ r♦❧❧ ❝r♦✇♥ ◆♦ ❝r♦✇♥
❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣
❋♦r❝❡
F = 480 ❑◆
❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣
❋♦r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥
y = 1010 ♠♠
❈♦✉❧♦♠❜ ❋r✐❝t✐♦♥ ▲❛✇ τ = 0.025σn
❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s E = 210 GPa
P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ν = 0.3
❈r✐t✐❝❛❧ str❡ss σcr = −10 ▼P❛
❙tr❡ss✲❙tr❛✐♥ ❝✉r✈❡ σ0 =
(470.5 + 175.4ε¯)× (1− 0.45e−8.9ε¯)− 175)
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣❛ss✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ♠✐❧❧ str✉❝t✉r❡ ✭✹✲❍✐✮
❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✸✳✶ ❋r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss
I♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ q✉✐❝❦ st✉❞② ♦♥ ❤♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✢❛t♥❡ss ♦❢ ❛ t❤✐♥ str✐♣ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ str✐♣ ✢❛t♥❡ss ✐s ♠❛✐♥❧② ❥✉❞❣❡❞ ✈✐❛ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✳
❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0.01 ❛♥❞ 0.035✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✭❞✮ ❛♥❞ ✸✳✷✭❡✮ ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t 1 ♠ ❛❢t❡r r♦❧❧ ❜✐t❡
✼✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❡①✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❞✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛s ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♣❡r❢❡❝t str✐♣ ❣❛✉❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐s
t❤❡ ❤✐❣❤❡r r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ ❲❘ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❡❞❣❡✲❞r♦♣ ❞❡❢❡❝t✳
❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❝r♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❜❡♥❞✲
✐♥❣✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r♦❧❧ ❧♦❛❞ ✈❛r✐❡s✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❜✐t❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❡✮ s❤♦✇s
t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❛② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str✐♣✳
❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ 100 ▼P❛✿ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ str❡ss ✐s
s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉s♣✐❝✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡ss✳ ❋♦r
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ µ = 0.025✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡ σxx < 100
▼P❛✳ ❚❤❡ str✐♣ ♠✐❣❤t r❡♠❛✐♥ ✢❛t ♦♥ t❤❡ ♠✐❧❧✱ ❜✉t ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛❢t❡r
t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✲ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ♠❛② ❛❧s♦ ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛s t❤❡ str❡ss✱ t❤❡r❡✱ ✐s ❝❧♦s❡ t♦
σxx = 0✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r✐❝t✐♦♥✱ µ = 0.035✱ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ 100 ▼P❛ ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r✱ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❞r♦♣s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st 100 ♠♠✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❡①❝❡♣t
♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❤❡r❡ ✇❛✈✐♥❡ss ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❢r✐❝t✐♦♥ µ = 0.01 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡✿ ❡✈❡♥
✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② s❧❛❝❦✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② t❡♥s✐❧❡✿
t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ✹✽✵ ❦◆✱ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r♦❧❧ ❝r♦✇♥✱ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r r♦❧❧ ❧♦❛❞✱ t❤❡
❣❛♣ ✐s t❤✐♥♥❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ t❤❡r❡ ✭t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✇❤❡r❡
t❤❡ str✐♣ ✐s t❤✐❝❦❡st ❛t ❡♥tr②✮ ❛♥❞ ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡s✉❧t ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✉s❡❞ ✐s ♣♦♦r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ r♦❧❧ ❧♦❛❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧ ♣r♦✜❧❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✮✱ ✧r♦❧❧ ❦✐ss✧ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦r µ = 0.035 ✭♠✉t✉❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❲❘ ♦♥
❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r r♦❧❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ t❤✉s t❤❡
✇♦r❦ r♦❧❧s ♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❝✮✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❣❛♣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r t❤❡
❡❞❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✮ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❡❞❣❡ ❞r♦♣ ✭✐✳❡✳ ❤✐❣❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✮✳
✽✵
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✭❛✮✿ ❘♦❧❧ ❧♦❛❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✭❜✮✿ ❘♦❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛♣❡ z(y)✱ ✭❝✮✿ ❘♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ✭❞✮✿ ❙tr✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞
✭❡✮✿ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥
✽✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✸✳✷ ❘♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss
T ❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t
✢❛t♥❡ss ♦❢ ❛ t❤✐♥ str✐♣ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣
❢r✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❲❘❇
✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 350 ❦◆ t♦ 900 ❦◆✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✳
❚❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ♥♦t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❞✮
s❤♦✇s t❤❛t ❛s t❤❡ ❲❘❇ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r♦✇♥ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✐s
❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠s ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ✢❛t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤✐❝❦♥❡ss
♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t r❡s♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❲❘❇
❡q✉❛❧ t♦ 900 ❦◆✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❲❘ ❜❡♥❞✐♥❣
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡① ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❧♦❛❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❛✮✮ ❛♥❞ ❛ ❜✐❣❣❡r ❣❛♣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❧s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✮❀ ❤❡♥❝❡ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡✳
❆s ❢♦r t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❜✐t❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❡✮ s❤♦✇s t❤❛t
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥
100 ▼P❛✿ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ str❡ss ✐s s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉s♣✐❝✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥
r❡❧❡❛s❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ❲❘❇= 480 ❦◆✱ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐s
s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡ σxx < 100 ▼P❛✳ ❚❤❡ str✐♣ ♠✐❣❤t r❡♠❛✐♥ ✢❛t ♦♥
t❤❡ ♠✐❧❧✱ ❜✉t ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✲ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ♠❛② ❛❧s♦
♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛s t❤❡ str❡ss t❤❡r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❡♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱
❲❘❇= 350 ❦◆✱ t❤❡ str❡ss ✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ 100 ▼P❛ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞
❞r♦♣s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st 100 ♠♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ str✐♣ ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② r❡♠❛✐♥ ✢❛t ❡①❝❡♣t ♦♥
t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❤❡r❡ ✇❛✈✐♥❡ss ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❜❡♥❞✐♥❣ ❲❘❇= 900 ❦◆ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ str❡ss
♣r♦✜❧❡✿ σxx << 100 ▼P❛ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❞❣❡s ♣r❡s❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s✳
❆❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✱ t❤✐s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ str♦♥❣ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
str✐♣ ✇✐❞t❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤✐s ❲❘❇ ❢♦r❝❡ 900 ❦◆✱ ✐s ❜❛❞❧② ❛❞❛♣t❡❞
t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ = 0.025✳
✽✷
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ ✭❛✮✿ ❘♦❧❧ ❧♦❛❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✭❜✮✿ ❘♦❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛♣❡ z(y)✱ ✭❝✮✿ ❘♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ✭❞✮✿ ❙tr✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞
✭❡✮✿ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥
✽✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✸✳✸ ❇❡st✲❛❞❛♣t❡❞ ❲❘ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧
T ❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s ✐✮ t❤❛t ❢r✐❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ✐✐✮ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✢❛t♥❡ss ✐s t❤❡ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣
✭❲❘❇✮ ❢♦r❝❡✳ ■ts ❡✛❡❝t✱ ❛t ❝♦♥st❛♥t µ✱ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐t t♦
❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧❡❛r❧② ❡①❛❣❣❡r❛t❡s ❝♦✉♥t❡r✲❜❡♥❞✐♥❣✱ ✇✐t❤ t♦♦ ❧❛r❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✭❛✮✿ ❚❤❡ σxx(y) str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭µ = 0.025✮✳
✭❜✮✿ ❚❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭480 ❑◆✮✳
✭❝✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❧✐♣ r❛t❡ ❛s ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s
✭❞✮✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
✽✹
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❲❘❇ ❝❛♥ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✢❛t♥❡ss✱ ❛
❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲❘❇ ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ✢❛t str✐♣ ♣r♦✜❧❡✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡
❛♥❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σxx(y) ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ✧♦♣t✐♠❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡✧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✢❛t str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✭❛s ❥✉❞❣❡❞ ❜② ❡②❡✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t 350 ❦◆ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r µ = 0.025✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✱ F = 480 ❦◆ ❣✐✈❡s ❛ ✢❛t ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ µ = 0.03✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣
❢♦r❝❡ ❢♦rµ = 0.03 ✐s 480 ❦◆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❞✮✳ ■t s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❢r✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✈❛r✐❡s✱ ❡✳❣✳ ❞✉r✐♥❣ ♠✐❧❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r µ = 0.02 t♦ 0.035✳ µ < 0.02 ✐s ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡✱
❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❦ ♦❢ s❦✐❞❞✐♥❣ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞ s❧✐♣ ❜❡❧♦✇ µ = 0.015 ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✹✭❝✮✳ ✧❍✐❣❤✧ ❢r✐❝t✐♦♥✱ µ > 0.03✱ ❧❡❛❞s t♦ ✧❘♦❧❧ ❑✐ss✧
✸✳✹ ❚❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss
A♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✉❛t♦r ✐s t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ■t ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❢✱
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✲❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡✲ t❤❡ str❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s
σxx(y)✳ ❆✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ str❡ss❡s ♦❢ 50 ❛♥❞ 150 ▼P❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳
❈✉r✈❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✺✭❝✮ ❛♥❞ ✸✳✺✭❞✮ ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✭❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥
❚ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ≈ 1 ♠ ❛❢t❡r r♦❧❧
❜✐t❡ ❡①✐t✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✭50 ▼P❛✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ t♦♦ ♠✉❝❤✱
❜✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐t ❛❜♦✈❡ 100 ▼P❛ ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❝✮✮✳ ❆s
t❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s ❦❡♣t ❛t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭−10 ▼P❛✮✱
❜✉t ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
t❡♥s✐♦♥ t♦ 150▼P❛ ✐♥❝r❡❛s❡s σxx(y) ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❧♠♦st t❤r❡❡ t✐♠❡s ♠♦r❡
❝♦♥❝❛✈❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ✉♣♦♥ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✺✭❞✱❡✮
s❤♦✇ t❤❛t ❛s t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✭t❤❡
❡❞❣❡✲❞r♦♣ ❞❡❢❡❝t ✐s ❧❛r❣❡r✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇❡r t❡♥s✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r♦❧❧ ❧♦❛❞✱
❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ r♦❧❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✸✳✺✭❜✮✱ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧
❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❛✮✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠ 8380 t♦ 9180
❛♥❞ t♦ 10100 ❦◆ ❛s t❡♥s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 150 t♦ 100 ❛♥❞ t♦ 50 ▼P❛✳
✽✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ✭❛✮✿ ❘♦❧❧ ❧♦❛❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✭❜✮✿ ❘♦❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛♣❡ z(y)✱ ✭❝✮✿ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✭µ = 0.025✱ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ = 480
❦◆✱ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ str❡ss T ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❡❛s✐❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✭❞✮✿ ❙tr✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss
✭❡✮✿ ✲❩♦♦♠ ♦❢ t❤❡ str✐♣ t❤✐❝❦♥❡ss ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡✲
✽✻
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✸✳✺ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss
I♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❛❦❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❖♥❧② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛r❡
st✉❞✐❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❞❡❞✉❝❡ ✐❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧
♦r ♥♦t✳
❆t ❜✐t❡ ❡①✐t✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✻✭❛✮
❛♥❞ ✸✳✻✭❜✮✮✱ ❛❜♦✉t 165o❈ ✈❡rs✉s 110o❈✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❤❡❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✭✸✳✷✭❞✮✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❡ss ♣❛tt❡r♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ r✉♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧
❝❛s❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ str✐♣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♦❧ ❛❢t❡r
❜✐t❡ ❡①✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❝♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ Hcool = 5 kW.m−2.K−1 ❢♦r ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❍❚❈✮❀ str✐♣ ✲ r♦❧❧ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❦❡♣t ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✭Hroll = 0✮✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ❜✐t❡ ❛♥❞ s❧♦✇❧② ❞❡❝❛②s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳
■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ r♦❧❧ ✲ str✐♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Hroll = 100 kW.m−2.K−1✳ ❚❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❧❡ss ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡✱ Hcool = 5 kW.m−2.K−1✱ Hroll = 100 kW.m−2.K−1✱ ❜✉t r♦❧❧s ❛r❡ ♠♦r❡♦✈❡r
❝♦♦❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② ✇❛t❡r s♣r❛②s✱ s♦ t❤❛t str✐♣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ str✐♣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❛❧❧
t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ 40 t♦ 50o❈✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❡✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝❛s❡ ✭T = 25o❈ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✮✱ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ str❡ss ♣❛tt❡r♥
♦♥❝❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② ❡❞❣❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤✐♥♥❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞✱
❝❡♥tr❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛t 0.252 ♠♠ ❜② ❛ s✉♣♣♦s❡❞❧② ♣❡r❢❡❝t ❣❛✉❣❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱
❜✉t ✐t ♠❛② ❞r♦♣ t♦ 0.18 ♠♠ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❧❡ss r✐❣✐❞✐t② ❛❣❛✐♥st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢
❧♦♥❣ ❡❞❣❡s ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ t♦ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣✱ ♦r r❛t❤❡r ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞✳
✽✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✭❛✮✿ ❡❞❣❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ♣♦st✲❜✐t❡✱ ✭❜✮✿ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥
t❤❡ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ♣♦st✲❜✐t❡✱ ✭❝✮✿ ❡❞❣❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✱ ✭❞✮✿ ❝❡♥✲
tr❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❛♥❞ ✭❡✮✿ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡
♣r♦✜❧❡ σxx(y)
✽✽
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
T ❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❊▼ ❢♦r str✐♣ ❡❧❛st✐❝✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✧▲❛♠✸✧✱ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ s❡♠✐ ❛♥✲
❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r♦❧❧ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✧❚❡❝✸✧✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ ❡❧❛st✐❝ ✴ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳
❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ s❤❡❡t ✭t✐♥♣❧❛t❡✮ ❝❛s❡✱ ❢r✐❝t✐♦♥
✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✢❛t♥❡ss✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡t ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s s❤♦✇♥
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✿ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✢❛t♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✢❛t♥❡ss ✐s ❥✉❞❣❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡✱ ❜✉t t❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
❋r♦♥t t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
♦♥ t❤❡ r♦❧❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ r♦❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t r❛✐s❡s ❛ ✢❛t♥❡ss ✐ss✉❡✳ Pr♦❜❛❜❧②✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛❣❛✐♥ ♣❛rt❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✳ P❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤
t✇♦ ❛❝t✉❛t♦rs t♦❣❡t❤❡r ❤♦✇❡✈❡r r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✴ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡✐r
❡✛❡❝ts✱ ❛ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✳ ❚❤✉s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡✴♦✛✲❧✐♥❡ str✐♣ ✢❛t♥❡ss
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✬s ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❛♣t❡rs ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✿ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣
▼♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮✳
✸✳✼ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❛ été ❛❜♦r❞é
❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
é❧❛st✐q✉❡✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ tô❧❡ ✧▲❛♠✸✧✱ ✉♥ ♣✉✐ss❛♥t ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❣❡ ✧❚❡❝✸✧ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✭❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✷✳✷✮✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tô❧❡ ♠✐♥❝❡✱ ❧❡ ❢r♦t✲
t❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❛✛❡❝t❛♥t s❛ ♣❧❛♥é✐té✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣❡♥s❡r s♦♥ ❡✛❡t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✿ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
✽✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ ❧✐♥❡✿ ❯s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❢r♦tt❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❧❛♥é✐té ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ♦♥t été ét✉❞✐és ❛✉ss✐✳ ❯♥❡ tr❛❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♠❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❛♣rès r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ Pr♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❡♥sé ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ♦♥t été tr♦✉✈és ❢❛✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛✛❡❝t❡
♣❛s ❧❛ ♣❧❛♥é✐té ❞❡ ❧❛ tô❧❡ ❡♥✴❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s s♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✿ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✭▼❙❇▼✮✳
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■❢ ②♦✉ ♦♥❧② ✇❛❧❦ ♦♥ s✉♥♥② ❞❛②s ②♦✉✬❧❧ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤ ②♦✉r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✹✳✼✳✶ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✈✐❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
I♥ ✶✾✶✵✱ ❚✳ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❬✈♦♥ ❑ár♠á♥✱ ✶✾✶✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
str❡ss❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❧❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❤✐s ✇♦r❦✱ ❛tt❡♠♣ts ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✲✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡✱ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧❡❞ ♣❧❛t❡✲ ✇❡r❡
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤✐♥ ❡❧❛st✐❝ str✐♣ ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ t❤✐♥ str✐♣ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ s②st❡♠✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❛
q✉✐❝❦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ✐✳❡ t❤❡ ❈♦♥st❛♥t ■♥t❡r♥❛❧ ❊♥❡r❣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ✇✐t❤
t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✶✾✽✻✱ ❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻❪
t♦ ♦✛❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②
r❡❛s♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ st✉❞✐❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳
❚❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❬✈♦♥ ❑ár♠á♥✱ ✶✾✶✵❪✱ ❚✐♠✲
♦s❤❡♥❦♦ ❬❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●❡r❡✱ ✶✾✻✶❪✱ ❇❡r❣❡r ❬❇❡r❣❡r✱ ✶✾✻✼✱ ❇❡r❣❡r ✫ ❋✐❢❡✱ ✶✾✾✻❪✱ ▲❡✇✐❝❦❛
❬▲❡✇✐❝❦❛ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❱❡♥ts❡❧ ❬❱❡♥ts❡❧ ✫ ❑r❛✉t❤❛♠♠❡r✱ ✷✵✵✶❪ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✬♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✬ ❛♥❞ ✬♣❤②s✐❝❛❧✬ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳
✹✳✶ ❱♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s
A t❤✐♥ ✢❛t ❡❧❛st✐❝ ♣❧❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛❧♦♥❣ ✐ts ❡❞❣❡s✱ r❡♠❛✐♥s
✢❛t ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ■t ❞❡✢❡❝ts ✇❤❡♥ t❤❡② ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
1
E
∆2Φ(x, y) =
1
E
g(x, y)− 1
2
[w,w]
❉.∆2w(x, y) = [w,Φ]
✭✹✳✶✮
✾✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✐♥ ✇❤✐❝❤ w(x, y) ✐s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ Φ(x, y) ✐s t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Φ✮✱ g(x, y) ✐s ❛
str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐ts ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐❢
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ E ❞❡♥♦t❡s ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❉ =
Eh3
12(1− ν2) t❤❡ ♣❧❛t❡ r✐❣✐❞✐t②✳
◆♦t❡ t❤❛t ∆2 ❛♥❞ [., .] ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜✐❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s
∆2 =
∂4
∂4x
+ 2
∂4
∂2x∂2y
+
∂4
∂4y
[u, w] =
∂2u
∂x2
∂2w
∂y2
+
∂2u
∂y2
∂2w
∂x2
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂2w
∂x∂y
❢♦r ❛♥② u ❛♥❞ w
✭✹✳✷✮
❙✐♥❝❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ g ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ g ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② λg✳ ❲❤❡♥ t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉r♣❛ss ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞❡♥♦t❡❞ λcr✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥✐❢❡st✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w = 0 ❛♥❞ g ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✳
∆2f(x, y) = g(x, y) ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ g ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ♥♦t
❧♦❛❞❡❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜✉❝❦❧❡✳
■❢ F = Φ−λf ✐s t❤❡ str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❜❡❣✐♥s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐✳❡✳ λ ❡①❝❡❡❞s
λcr✱ ♦r ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥
s②st❡♠ ✹✳✶ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✹✳✹✿
1
Eh
∆2F (x, y) = −1
2
[w,w]
❉.∆2w(x, y)− λ[f, w] = [w, F ]
✭✹✳✹✮
✹✳✷ ❱♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss
T ♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♣❧❛t❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
♣✉t ✐♥t♦ ✉s❡✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✈♦♥
❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡s ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡
✈♦♥ ❑ár♠á♥ s②st❡♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✮✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞
✐♥ t✇♦ st❡♣s t♦ ✇r✐t❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳
❚❤❡ ❋✐rst ❊q✉❛t✐♦♥✿
❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❤✐♥ ♣❧❛t❡ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss h ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧
✾✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❧♦❛❞ p(x, y) ❛♥❞ t♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦♥❡s✮ N resx (x, y)✱ N
res
y (x, y) ❛♥❞
N resxy (x, y) ✐✳❡✳ g = (N
res
x , N
res
y , N
res
xy )
t✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✱ N = σ.h ✇❤❡r❡ σ ✐s
❛ str❡ss t❡♥s♦r✳
✐❢ εms =
(
εmsx ε
ms
xy
εmsxy ε
ms
y
)
✐s t❤❡ str❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡✱ ✐ts
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
εmsx =
∂u
∂x
+
1
2
(
∂w
∂x
)2
εmsy =
∂v
∂y
+
1
2
(
∂w
∂y
)2
εmsxy =
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
+
∂w
∂x
∂w
∂y
) ✭✹✳✺✮
✇❤❡r❡ u✱ v ❛♥❞ w r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x✱ y ❛♥❞ z✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ t❤✐♥ ♣❧❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s✳
❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❛♥❞ v ❜② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞✿
∂2εmsx
∂y2
+
∂2εmsy
∂x2
− 2∂
2εmsxy
∂y∂y
=
(
∂2w
∂x∂y
)2
− ∂
2w
∂x2
∂2w
∂y2
✭✹✳✻✮
❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛❧❧♦✇s ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✿
N = λ¯.tr(εms)■+ 2µεms ✭✹✳✼✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✱ λ¯ ❛♥❞ ν ❛r❡ ▲❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦
✾✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ✭✐✳❡ ❢♦r❝❡s✮ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ N res
N −N res = h.(λ¯.tr(εms)■+ 2µεms) ✭✹✳✽✮
■♥✈❡rs✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿
εms =
1
Eh
[(1 + ν)(N −N res)− νtr(N −N res)■] ✭✹✳✾✮
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ εms ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❡❛s✐❧② ❛s✿
εmsx =
1
Eh
[
Nx − νNy − λ(N resx − νN resy )
]
εmsy =
1
Eh
[
Ny − νNx − λ(N resy − νN resx )
]
εmsxy =
1
Eh
[
(1 + ν)Nxy − λ(1 + ν)N resxy
]
∂εmsx
∂y
=
1
Eh
[
∂Nx
∂y
− ν ∂Ny
∂y
− λ(∂N
res
x
∂y
− ν ∂N
res
y
∂y
)
]
.
.
.
✭✹✳✶✵✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ εms ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
1
Eh
[
∂2Nx
∂y2
− ν ∂
2Ny
∂y2
− λ∂
2N resx
∂y2
+ λν
∂2N resy
∂y2
+
∂2Ny
∂x2
− ν ∂
2Nx
∂x2
− λ∂
2N resy
∂x2
+ λν
∂2N resx
∂x2
− 2(1 + ν)∂
2Nxy
∂x∂y
+ 2λ(1 + ν)
∂2N resxy
∂x∂y
]
=
(
∂2w
∂x∂y
)2
− ∂
2w
∂x2
∂2w
∂y2
✭✹✳✶✶✮
❙✐♥❝❡ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r❝❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ λN res ❛♥❞ N¯ t❤❡ ♦♥❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡
♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦♥❝❡ λ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ λcr✳
❙♦ ✐❢ φ ✐s t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ N t❤❡♥✱ φ = F + λf ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ str❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ N res ❛♥❞ F ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss
❛❢t❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
Φ ✐s t❤❡ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ N ✐✳❡✳ Φ = φ.h ❛♥❞ Nx =
∂2Φ
∂y2
, Ny =
∂2Φ
∂x2
,
Nxy = − ∂
2Φ
∂x∂y
✳
✾✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮
1
Eh
[
∂4Φ
∂y4
+
∂4Φ
∂x4
+ 2
∂4Φ
∂x2∂y2
]
= −1
2
[w,w]
+
λ
Eh
[
∂2N resx
∂y2
− ν ∂
2N resy
∂y2
+
∂2N resy
∂x2
− ν ∂
2N resx
∂x2
+−2(1 + ν)∂
2N resxy
∂x∂y
] ✭✹✳✶✷✮
❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✹✮✱ ❧❡t ✉s ✇r✐t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✉s✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✿ N resx =
∂2f
∂y2
N resy =
∂2f
∂x2
N resxy = −
∂2f
∂x∂y
❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐t
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮✱
∆2Φ = −Eh
2
[w,w] + λ∆2f ✭✹✳✶✸✮
❆♥❞ s✐♥❝❡ Φ = F + λf ✱ ✇❡ ✜♥❞✿
∆2F = −Eh
2
[w,w] ✭✹✳✶✹✮
❚❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥✿
❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♠✐❞✲♣❧❛♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
s✐❞❡s dx ❛♥❞ dy ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❧♦❛❞✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❀ ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s✱ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts ♦♥
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❇❡❢♦r❡ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ str✐♣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡
♣❧❛t❡ ❜❡♥❞✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ w ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s ❞❡♥♦t❡❞ Qx ❡t Qy✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s N resx , N
res
y ❛♥❞
N resxy ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❛❞ P (x, y)✳ ◆♦t❡ t❤❛t P ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s✳ ▲❡t ✉s
✾✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ❡❛r❧✐❡r✿ N = λN res + N¯ ✇❤❡r❡ N¯ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳
❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❛✮✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∑
Fx = 0 ✭✹✳✶✺✮
(Nx+
∂Nx
∂x
dx)dxdy.cosβ′−Nxdy.cosβ+(Nxy+ ∂Nxy
∂x
dx)dy.cosβ′−Nxydy.cosβ = 0 ✭✹✳✶✻✮
✇❤❡r❡ β = ̂(Nx; ~x) ❛♥❞ β′ =
̂
(Nx +
∂Nx
∂x
dx; ~x)✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡✢❡❝✲
t✐♦♥s✱ cosβ, cosβ′ ≃ 1✳ ❍❡♥❝❡✱
∂Nx
∂x
+
∂Nxy
∂y
= 0 ✭✹✳✶✼✮
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿
∂Nxy
∂x
+
∂Ny
∂y
= 0 ✭✹✳✶✽✮
◆♦✇✱ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ z−❛①✐s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❢♦r❝❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Nx ♦♥ t❤❡ z−❛①✐s ❣✐✈❡s
−Nxdy.sinβ + (Nx + ∂Nx
∂x
dx)dy.sinβ′ ✭✹✳✶✾✮
❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s✱ sinβ ≃ β = ∂w
∂x
❛♥❞ sinβ′ ≃ β′ =
β + dβ ≃ β + ∂β
∂x
dx =
∂w
∂x
+
∂2w
∂x2
dx✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Nx ✐s ❡q✉❛❧ t♦ Nx
∂2w
∂x2
dxdy+
∂Nx
∂x
∂w
∂x
dxdy✳
❚❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ Nxy ❛♥❞Nyx ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ z− ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ Nxy ∂
2w
∂x∂y
dxdy +
∂Nxy
∂x
∂w
∂y
dxdy✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ∑
Fz = 0 ✭✹✳✷✵✮
✾✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
∂Qx
∂x
+
∂Qy
∂y
+P+Nx
∂2w
∂x2
+Ny
∂2w
∂y2
+2Nxy
∂2w
∂x∂y
+
(
∂Nx
∂x
+
∂Nyx
∂y
)
∂w
∂x
+
(
∂Nxy
∂x
+
∂Ny
∂y
)
∂w
∂y
= 0
✭✹✳✷✶✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
∂Mxy
∂x
+
∂My
∂y
−Qy = 0⇔ Qy = ∂Mxy
∂x
+
∂My
∂y
✭✹✳✷✷✮
❚❤✉s✱ t❤❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s Qx ❛♥❞ Qy ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❛s✿
∂Mxy
∂y
+
∂Mx
∂x
−Qx = 0⇔ Qx = ∂Mxy
∂y
+
∂Mx
∂x
✭✹✳✷✸✮
◆♦t❡ t❤❛t✱
Mx = −❉
(
∂2w
∂x2
+ ν
∂2w
∂y2
)
My = −❉
(
ν
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
)
Mxy = −❉(1− ν) ∂
2w
∂x∂y
✭✹✳✷✹✮
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮✱ ✭✹✳✶✽✮✱ ✭✹✳✷✷✮✱ ✭✹✳✷✸✮ ❡t ✭✹✳✷✹✮ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
=
1
❉
(
P +Nx
∂2w
∂x2
+Ny
∂2w
∂y2
+ 2Nxy
∂2w
∂x∂y
)
✭✹✳✷✺✮
❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✮✱ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r Φ t❤❡ ❆✐r②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ N ✿
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
=
1
❉
(
P +
∂2Φ
∂y2
∂2w
∂x2
+
∂2Φ
∂x2
∂2w
∂y2
− 2 ∂
2Φ
∂x∂y
∂2w
∂x∂y
)
✭✹✳✷✻✮
❲❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ♦❢ ❛ t❤✐♥ str✐♣ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉♥❞❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s✿ P = 0✿
∆2w =
1
❉
[Φ, w] ✭✹✳✷✼✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✹✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮✱ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡
✾✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞✳
1
Eh
∆2F (x, y) = −1
2
[w,w]
❉.∆2w(x, y)− λ[f, w] = [w, F ]
✭✹✳✷✽✮
✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥
❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
As ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár✲
♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✇r✐♥❦❧✐♥❣
✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▼❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❋✐❢❡ ❬❇❡r❣❡r✱ ✶✾✻✼✱ ❇❡r❣❡r ✫ ❋✐❢❡✱ ✶✾✾✻❪ ✇❤❡r❡ t❤❡②
❞❡❛❧t ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♣❧❛t❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r w ❛♥❞ F ✳ ❑♥✐❣❤t❧② ✐♥ ❬❑♥✐❣❤t❧②✱ ✶✾✻✼✱ ❑♥✐❣❤t❧② ✫ ❙❛t❤❡r✱ ✶✾✼✵❪ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦r
❛ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ w ❛♥❞
F ✳ ❆♥♦t❤❡r ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬◆❛✉♠❛♥♥✱ ✶✾✼✹❪ ✉s❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❋r❡❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❖✉r ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ s②st❡♠ ✭✹✳✷✽✮ ❢♦r ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❡❞❣❡s✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✿
❋✐♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (w, F ) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) s✉❝❤ ❛s✿
∀w˜ ∈ H2(Ω), 1
Eh
∫
Ω
∆2Fw˜dΩ = −1
2
∫
Ω
[w,w]w˜dΩ (a)
∀u˜ ∈ H2(Ω), ❉.
∫
Ω
∆2w(x, y)u˜dΩ = λ
∫
Ω
[f, w]u˜dΩ +
∫
Ω
[w, F ]u˜dΩ (b)
∂2w
∂y2
+ ν
∂2w
∂x2
= 0 ♦♥ ∂Ω
∂3w
∂y3
+ (2− ν) ∂
3w
∂x2∂y
= 0 ♦♥ ∂Ω
∂F
∂x
=
∂F
∂y
=
∂f
∂x
=
∂f
∂y
= 0 ♦♥ ∂Ω
✭✹✳✷✾✮
✇❤❡r❡ Ω ♥♦t❡s t❤❡ ♣❧❛t❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ H2(Ω) ✐s t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s u ∈ L2(Ω) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♠✉❧t✐✲✐♥❞❡① α ✇✐t❤ |α| ≤ 2✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Dαu ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(Ω) ❛s ✇❡❧❧✳
✶✵✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
◆❡①t✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ✭♦r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✮ t❤❡♦r❡♠s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ q✉♦t❡❞✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❋♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✾ ✭❜✮✮✱ ✭F = 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ②❡t✮❀
❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❋✐❢❡ ✐♥ ❬❇❡r❣❡r✱ ✶✾✻✼✱ ❇❡r❣❡r ✫ ❋✐❢❡✱ ✶✾✾✻❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s λn ❡①✐sts s✉❝❤ ❛s✿
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...+∞
✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s s♣❡❝tr✉♠ λ1 ✐s t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳
❆s ❢♦r ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✿
✶✮ ❋♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s λ ≤ λ1 t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✷✾✮ ❤❛s ♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥
✐s w = F = 0✳
✷✮ ❚❤❡ ♦♥❧② ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λn ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λi,i 6=1 ✐s ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0✱
❛♥❞ λ ∈ [λi, λi + ε]✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ w ✭w 6= 0✮ ❡①✐sts✳
✹✳✹ P❤②s✐❝❛❧✲❊♥❡r❣❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
B❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻✱
❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱ P♦t✐❡r✲❋❡rr② ✫ ❉❛♠✐❧✱ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✻✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥
❑ár♠á♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡❝♦♠❡ ❤❛♥❞② ❧❛t❡r ♦♥✳
❚❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐♥ ♣❧❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
U =
1
2
∫ ∫ ∫
(σxεx + σyεy + 2σxyεxy)dxdydz ✭✹✳✸✵✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ σt = (σx, σy, σxy) ✐s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε ❞❡✜♥❡❞ ❛t
❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r εms✿
εx = ε
ms
x + z
∂2w
∂x2
& εmsx =
∂u
∂x
+
1
2
(
∂w
∂x
)2
εy = ε
ms
y + z
∂2w
∂y2
& εmsy =
∂v
∂y
+
1
2
(
∂w
∂y
)2
εxy = ε
ms
xy + 2z
∂2w
∂x∂y
& εmsxy =
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
+
∂w
∂x
∂w
∂y
) ✭✹✳✸✶✮
✶✵✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ (u, v, w)t ✐s t❤❡ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✹✳✸✶✮ ✐♥ ✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts u ❛♥❞ v✱ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② Um ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②
Ub✿
U = Um + Ub
Um =
1
2
∫ ∫ ∫
(σxε
ms
x + σyε
ms
y + 2σxyε
ms
xy )dxdydz
Ub =
1
2
∫ ∫ ∫ (
z.σx
∂2w
∂x2
+ z.σy
∂2w
∂y2
+ 2z.σxy
∂2w
∂x∂y
)
dxdydz
✭✹✳✸✷✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s z.σ ❜② t❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢♦r♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❍♦♦❦❡✬ ▲❛✇✱ t❤❡ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✿
Um =
1
2
∫ ∫
εms❈εms =
Eh
1− ν2
∫ ∫ (
εms
2
x + ε
ms2
y + 2(1− ν)εms
2
xy + 2νε
ms
x ε
ms
y
)
dxdy
Ub =
D
2
∫ ∫ ((
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
)2
− 2(1− ν).
(
∂2w
∂x2
∂2w
∂y2
−
(
∂2w
∂x∂y
)2))
dxdy
✭✹✳✸✸✮
✇❤❡r❡ ❈ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❉ =
Eh3
12(1− ν2) ✐s t❤❡ ♣❧❛t❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r✐❣✐❞✐t②✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s σres ❛♥❞ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ T0 ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭x✲❛①✐s✮✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ N res = σres.h ❛♥❞ N¯0 = T0.h ✇❤❡r❡
h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s N res ❛♥❞ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥
N¯0 ✐s✿
Ω =
1
2
∫ ∫ (
(N resx + N¯0)
(
∂w
∂x
)2
+N resy
(
∂w
∂y
)2
+ 2N resxy
∂w
∂x
∂w
∂y
)
dxdy ✭✹✳✸✹✮
❋♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ V = U + Ω ♠✉st ❜❡ st❛t✐♦♥❛r② ✐✳❡✳
δV s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δV = 0 ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✹✳✷✻✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡♥❡r❣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞
❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ✐t✳
✹✳✺ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠
T ❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻✱ ❉❛♠✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱
✶✵✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
P♦t✐❡r✲❋❡rr② ✫ ❉❛♠✐❧✱ ✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❜② ❛ ♥❡✇ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✿ ✐✮ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✇✐t❤
s❧♦✇❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ s②st❡♠ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❧❛t❡s
✭✹✳✸✻✮✿
U(x, y) =
∑
m
Um(x, y)e
imqx ✭✹✳✸✺✮
✇❤❡r❡ U = (u, v, w, ε,N)t✱ q ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ Um =< Ue−imqx > ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s ✈❛r②✐♥❣ s❧♦✇❧② ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✺✮ ♠❡❛♥s t❤❛t ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❉∆2w − div(N∇w) = 0 (a)
N = ❈.ε+N res (b)
ε =
1
2
(∇✉+∇✉t +∇w ⊗∇w) (c)
divN = 0 (d)
✉ = (u, v)t
✭✹✳✸✻✮
✇❤❡r❡ ✉ ✐s t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ w ✐s t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❈ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
t❡♥s♦r✱ ❉ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss✱ N ❛♥❞ ε ❛r❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ❛♥❞ N res ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠✱ ✐t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ m ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Um ❛s ♥❡✇ ✉♥❦♥♦✇♥s✳
❘❡♠❛r❦ ✶
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ r✐❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❢♦r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦✉r s❡❛r❝❤ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❡✈❡♥
♠♦r❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
U(x, y) =
∑
m
Um(x, y)e
imq1x+imq2y ✭✹✳✸✼✮
✇❤❡r❡ q1 ❛♥❞ q2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ y✳
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ❝❛♣❛❜❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤✐s
♠♦❞❡❧✱ ♠❛♥② ❤②♣♦t❤❡s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✿
✶✵✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✿
(u, v) = (u0, v0) + (u2, v2)e
2iqx + (u¯2, v¯2)e
−2iqx ✭✹✳✸✽✮
w = w0 + w1e
iqx + w¯1e
−iqx ✭✹✳✸✾✮
N = N0 +N2e
2iqx + N¯2e
−2iqx ✭✹✳✹✵✮
ε = ε0 + ε2e
2iqx + ε¯2e
−2iqx ✭✹✳✹✶✮
✇❤❡r❡ w0 ❛♥❞ w1 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉✲
❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳
❍②♣♦t❤❡s✐s ✶
♣
❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ str❡ss❡s✱ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇✉❞✐❛♥s❦②✱ ✶✾✼✹❪ ✳ ■t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥s w0 ❛♥❞ w1 ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡s✳ ■t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s✐♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❧❡ss ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
✉♥❦♥♦✇♥s ♠❡❛♥s ❧❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆ ♣s❡✉❞♦✲♣❡r✐♦❞✐❝ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✭✐♥ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭❞❛s❤❡❞✮✳
❚❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✿
w¯1(x, y) = w1(x, y) ✭✹✳✹✷✮
❍②♣♦t❤❡s✐s ✷
♣
✶✵✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s✉❝❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡❛r❧② st❛❣❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐ts r❡❛❧
♣❛rt ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣✱ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❛❦✐♥❣ w1 = w¯1
♠❡❛♥s r❡♣❧❛❝✐♥❣ ||w1||cos(qx + φ) ✇✐t❤ w1cos(qx) ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
❚❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✈❛r② s❧♦✇❧② ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ x ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞✿
∂w1(x, y)
∂x
=
∂2w1(x, y)
∂x2
=
∂3w1(x, y)
∂x3
=
∂4w1(x, y)
∂x4
= 0 ✭✹✳✹✸✮
❍②♣♦t❤❡s✐s ✸
♣
❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❧❧♦✇s ✉s tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✐✳❡✳ ❛❧❧
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r w1✱ N0 ❛♥❞ N2✮ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ s♣r❡❛❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②
✜t ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②✲♠♦❞❡r❛t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧✐t②✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧t②
♠❛② ❛♣♣❡❛r ✐❢ s❤♦❝❦✐♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❝♦❡①✐st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐❝✐♥✐t②✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
t❤❡♥ ❝❡❛s❡s t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
❚❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ w1 ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞✿
w1(x, y) = a(x).W (y) ✭✹✳✹✹✮
✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞W (y) ✐s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥✳
❍②♣♦t❤❡s✐s ✹
♣
❍②♣♦t❤❡s✐s ✹ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✮✳
✶✵✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss h ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✿
h(y) = h ✭✹✳✹✺✮
❍②♣♦t❤❡s✐s ✺
♣
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✐♥t♦ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥
❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ε0 ❛♥❞ ε2 ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r (u, v, w)t✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✶ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ε0 ❛♥❞ ε2 ❢♦r t❤❡
❧❡✈❡❧s m = 0 ❛♥❞ m = 2 ❛r❡✿
ε0 =
1
2
(
∇u˜0 + (∇u˜0)t +∇w0 ⊗∇w0 + (∇w)1 ⊗ (∇w)1 + (∇w)1 ⊗ (∇w)1
)
ε2 =
1
2
(
(∇u˜)2 + (∇u˜)t2 + (∇w)1 ⊗ (∇w)1
) ✭✹✳✹✻✮
✇❤❡r❡✱
u˜ = (u, v)t
(∇w)1 = ∇w1 + iqex ⊗ w1 =

 iqw1∂w1
∂y


(∇u˜)2 = ∇u˜2 + 2iqex ⊗ u˜2
(∇w)1 ⊗ (∇w)1 =

 iqw1∂w1
∂y

 (iqw1 ∂w1
∂y
) =


−q2w21 iqw1
∂w1
∂y
iqw1
∂w1
∂y
(
∂w1
∂y
)2


(∇w)1 ⊗ (∇w)1 + (∇w)1 ⊗ (∇w)1 =

 iqw1∂w1
∂y

 (−iqw1 ∂w1
∂y
) +

 −iqw1∂w1
∂y

 (iqw1 ∂w1
∂y
) = 2

 q
2w21 0
0
(
∂w1
∂y
)2


✭✹✳✹✼✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠s ♦❢ ε0 ❛♥❞ ε2 ❛r❡✿
ε0 =


ε0x
ε0y
ε0xy

 =


∂u0
∂x
+
1
2
(
∂w0
∂x
)2
+ q2w21
∂v0
∂y
+
1
2
(
∂w0
∂y
)2
+
(
∂w1
∂y
)2
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
+
∂w0
∂x
∂w0
∂y


✭✹✳✹✽✮
✶✵✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
ε2 =


ε2x
ε2y
ε2xy

 =


∂u2
∂x
+ 2iqu2 − 1
2
q2w21
∂v2
∂y
+
1
2
(
∂w1
∂y
)2
∂u2
∂y
+
∂v2
∂x
+ iqv2 +
1
2
iqw1
∂w1
∂y

 ✭✹✳✹✾✮
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ str❛✐♥ εwr ♦r ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞✿
εwr =


εwrx
εwry
εwrxy

 =


q2w21(
∂w1
∂y
)2
0

+ 12


−q2w21(
∂w1
∂y
)2
iqw1
∂w1
∂y

 e2iqx ✭✹✳✺✵✮
❈♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ st❡♣s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
u0 ❛♥❞ u2 ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✾✮ ✐♥ δV = 0✱ t❤❡
♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s✿
❉
q2
∫ l/2
−l/2
∂2w1
∂y2
∂2δw1
∂y2
dy −❉ν
∫ l/2
−l/2
w1
∂2δw1
∂y2
+
∂2w1
∂y2
δw1dy+
2❉(1− ν)
∫ l/2
−l/2
∂w1
∂y
∂δw1
∂y
dy +
∫ l/2
−l/2
(❉q2 + N¯0)w1δw1dy+∫ l/2
−l/2
N resx w1δw1dy +
1
q2
∫ l/2
−l/2
N resy
∂w1
∂y
∂δw1
∂y
dy+∫ l/2
−l/2
Nx0w1δw1dy +
1
q2
∫ l/2
−l/2
Ny0
∂w1
∂y
∂δw1
∂y
dy −
∫ l/2
−l/2
Nx2w1δw1dy+
1
q2
∫ l/2
−l/2
Ny2
∂w1
∂y
∂δw1
∂y
dy +
i
q
∫ l/2
−l/2
Nxy2(
∂w1
∂y
δw1 + w1
∂δw1
∂y
)dy = 0
✭✹✳✺✶✮
✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣✱ N¯0 ✐s t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥✱ N res ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✱ N0
❛♥❞ N2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧s m = 0 ❛♥❞ m = 2 ❛♥❞
w1 ✐s t❤❡ ✜rst ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ m = 1✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ 1D ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ w1 = w1(y) ✐✳❡✳
∂w1
∂y
= w′✳
❆s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ✇r✐t❡
t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥t♦ ✇r✐t✐♥❣ ✐t ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣
t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡✈❡❧ ✵✿
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s✿
✶✵✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
div(N) = 0⇔ div(N0) = 0⇔ ❛♥ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥ f0(y) ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t✿
Nx0 =
∂2f0
∂y2
Ny0 =
∂2f0
∂x2
= 0
Nxy0 =
∂2f0
∂x∂y
= 0
✭✹✳✺✷✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇✿
εx0 =
1
Eh
[Nx0 − νNy0 ] =
1
Eh
∂2f0
∂y2
εy0 =
1
Eh
[Ny0 − νNx0 ] = −
ν
Eh
∂2f0
∂y2
εxy0 =
1
Eh
[(1 + ν)Nxy0 ] = 0
✭✹✳✺✸✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✹✳✹✽✮ ✇✐t❤ ε0 ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✿
∂2εx0
∂y2
+
∂2εy0
∂x2
− 2∂
2εxy0
∂y∂y
= 0
1
Eh
∂4f0
∂y4
=
∂2(q2w21)
∂y2
✭✹✳✺✹✮
1
Eh
∂4f0
∂y4
= 2q2
((
∂w1
∂y2
)2
+ w1
∂2w1
∂y2
)
✭✹✳✺✺✮
▲❡✈❡❧ ✷✿
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✷ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t✿
div(N)⇔ div(N2) + 2iqN2 = 0⇔ ❛♥ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥ f2(y) ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t✿
Nx2 =
(
∂2f
∂y2
)
2
=
∂2f2
∂y2
Ny2 =
(
∂2f
∂x2
)
2
= −4q2∂
2f2
∂x2
Nxy2 =
(
∂2f
∂x∂y
)
2
= −2iq ∂f2
∂y
✭✹✳✺✻✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇✿
εx2 =
1
Eh
[Nx2 − νNy2 ] =
1
Eh
(
∂2f2
∂y2
+ 4νq2f2
)
εy2 =
1
Eh
[Ny2 − νNx2 ] = −
1
Eh
(
4q2f2 + ν
∂2f2
∂y2
)
εxy2 =
1
Eh
[(1 + ν)Nxy2 ] = −
2
Eh
(1 + ν)iq
∂f2
∂y
✭✹✳✺✼✮
✶✵✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✹✳✹✾✮ ✇✐t❤ ε2 ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts u2 ❛♥❞ v2 ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ❢♦r t❤❡ ✈♦♥
❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✿
∂2
∂y2
(εx2) +
(
∂
∂x
+ 2iq
)2
(εy2)− 2
∂
∂y
(
∂
∂x
+ 2iq
)
(εxy2) = 0
1
Eh
[
∂2
∂y2
(
∂2f2
∂y2
+ 4νq2f2
)
+ 4q2
(
4q2f2 + ν
∂2f2
∂y2
)
− 4iq
(
−2(1 + ν)iq ∂f2
∂y
)]
=
1
2
[
− ∂
2
∂y2
(q2w21)− 4q2
∂
∂x
(w21)− 4iq
∂
∂y
(iqw1
∂
∂y
)
]
✭✹✳✺✽✮
1
Eh
(
∂4f2
∂y4
− 8q2∂
2f2
∂y2
+ 16q4f2
)
= −q2
((
∂w1
∂y
)2
− w1∂
2w1
∂y2
)
✭✹✳✺✾✮
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✺✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✾✮ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t♦ ✉s❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✿
w1 = a.W ⇔ ❢✉♥❝t✐♦♥s F0 ❛♥❞ F2 ❡①✐st s✉❝❤ ❛s f0 = a2F0 ❛♥❞ f2 = a2F2 ✭✹✳✻✵✮
✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ W (y) ✐s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥✳
❆❧❧ t❤❛t ✐s ❧❡❢t t♦ ❞♦ ✐s r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✺✶✮✱ ✭✹✳✺✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✾✮ w1 ❜② aW ✱ N0
❛♥❞ N2 ❜② t❤❡✐r ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s F0 ❛♥❞ F2✳ ❚❤❡ ♥❡✇
s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ✐s✿
1
Eh
∂4F0
∂y4
= 2q2
((
∂W
∂y
)2
+W
∂2W
∂y2
)
(a)
1
Eh
(
∂4F2
∂y4
− 8q2∂
2F2
∂y2
+ 16q4F2
)
= −q2
((
∂W
∂y
)2
−W ∂
2W
∂y2
)
(b)
a
[
❉
q2
∫ l/2
−l/2
∂2W
∂y2
∂2δW
∂y2
dy −❉ν
∫ l/2
−l/2
(
W
∂2δW
∂y2
+
∂2W
∂y2
δW
)
dy +
2❉(1− ν)
∫ l/2
−l/2
∂W
∂y
∂δW
∂y
dy +
∫ l/2
−l/2
(❉q2 + N¯0)WδWdy+∫ l/2
−l/2
N resx WδWdy +
1
q2
∫ l/2
−l/2
N resy
∂W
∂y
∂δW
∂y
dy
]
= (c)
a3
[∫ l/2
−l/2
(
∂2F2
∂y2
− ∂
2F0
∂y2
)
WδWdy + 4
∫ l/2
−l/2
F2
∂W
∂y
∂δW
∂y
dy −
−2
∫ l/2
−l/2
∂F2
∂y
(
∂W
∂y
δW +W
∂δW
∂y
)dy
]
✭✹✳✻✶✮
✶✵✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✶✭❛✮✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✶✭❜✮✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥
❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿
− ❚❤❡ ✜rst ✐s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡ W
❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ♥✉♠❜❡r q ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ❞✐❞ ♥♦t ❢♦r♠
②❡t✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss❡s ✭✐✳❡✳ str❛✐♥✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ N0 = N2 = 0
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✶✭❝✮✮✳ ❙✐♥❝❡ W = 0 ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳
N resx ❛♥❞ N
res
y ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② λN
res
x ❛♥❞ λN
res
y ✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ λcr = Min(λi)✱
✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
N rescr = λcrMin(N
res)✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ W ❛♥❞ q ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s
♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λcr✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ W ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ q ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
− ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss❡s N0 ❛♥❞
N2 ✭✐✳❡✳ F0 ❛♥❞ F2✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ♠♦❞❡ W ✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ♥✉♠❜❡r
q ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✭♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡✮✳ ❋✐rst✱ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✹✳✻✶✭❛✮✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✶✭❜✮✮ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② F0 ❛♥❞ F2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ✭✹✳✻✶✭❝✮✮✳
❘❡♠❛r❦ ✷
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ (W, q) ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✲❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λcr✲ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ♠❡❛♥s
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❜❡②♦♥❞ λcr✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
❛r❡ st✉❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✹✳✺✳✶ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
F ✐rst✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ♦✉r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ g˜ ❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ g ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s ✭t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ y1 = 0✱ ❛♥❞ y2 = b✱ ✐✳❡✳ n = 2✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ g˜′ ✭ ✐✳❡✳ t❤❡ s❧♦♣❡✮ t♦ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ✐✳❡✳
m = 1✳
✶✶✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ ❡q✉❛❧ t♦ n(m+1)−1 = 3✱
t❤✉s t❤❡ ❜❛s✐s ✐s [1 y y2 y3]✳
❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ◆1✱ ◆2✱ ◆3 ❛♥❞ ◆4✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ g˜ ✐s
✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿
g˜(y) = ◆1(y)❣(y1) +◆2(y)❣
′(y1) +◆3(y)❣(y2) +◆4(y)❣
′(y2) ✭✹✳✻✷✮
❚❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✻✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿
❣(y) = 1 ⇔ g˜(y) = 1 ⇔ ◆1(y) +◆3(y) = 1
❣(y) = y ⇔ g˜(y) = y ⇔ ◆2(y) +◆3(y)b+◆4(y) = y
❣(y) = y2 ⇔ g˜(y) = y2 ⇔ ◆3(y)b2 + 2◆4(y)b = y2
❣(y) = y3 ⇔ g˜(y) = y3 ⇔ ◆3(y)b3 + 3◆4(y)b2 = y3
✭✹✳✻✸✮
❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✽✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ 1D
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ b✿
◆1(y) = 1− 3
b2
y2 +
2
b3
y3 ; ◆2(y) = y − 2
b
y2 +
1
b2
y3
◆3(y) =
3
b2
y2 − 2
b3
y3 ; ◆4(y) = −1
b
y2 +
1
b2
y3
✭✹✳✻✹✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❧❡❛r t❤❛t N1 ❛♥❞ N3 ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
N2 ❛♥❞ N4 ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦♥ ❜♦t❤ ♥♦❞❡s❀ ❆s t♦ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦
♦r ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ b = 1✳
✶✶✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✹✳✺✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿ ❇✉❝❦❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
I♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐✳❡✳ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ W ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r q ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞✿
❉
q2
∫ l/2
−l/2
∂2W
∂y2
∂2δW
∂y2
dy −❉ν
∫ l/2
−l/2
W
∂2δW
∂y2
+
∂2W
∂y2
δWdy + 2❉(1− ν)
∫ l/2
−l/2
∂W
∂y
∂δW
∂y
dy+∫ l/2
−l/2
(❉q2 + N¯0)WδWdy = −
∫ l/2
−l/2
N resx WδWdy −
1
q2
∫ l/2
−l/2
N resy
∂W
∂y
∂δW
∂y
dy
✭✹✳✻✺✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡ W t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
W (y) = W1◆1(y) +W2◆2(y) +W3◆3(y) +W4◆4(y) ✭✹✳✻✻✮
✇❤❡r❡ ◆i ❛♥❞ Wi ❢♦r i = 1, .., 4 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ❛♥❞
∂W
∂y
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡ W ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
∂W
∂y
❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ✐✳❡✳ W ∈ ❈1 ❛♥❞ ∂W
∂y
∈ ❈1✳
❖✈❡r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
Ue =


W1
W2
W3
W4

 ; δUe =


δW1
δW2
δW3
δW4


δUe(
1
q2
ke1 + k
e
2 + k
e
3 + q
2ke4 + k
e
5 − ke6 −
1
q2
ke7)Ue = 0 ✭✹✳✻✼✮
✶✶✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ ke1, k
e
2, .., k
e
7 ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t e = [0, b] ❛s✿
ke1 = ❉
∫ b
0
∂2◆te
∂y2
∂2◆e
∂y2
dy
ke2 = −❉ν
∫ b
0
(
◆te
∂2◆e
∂y2
+
∂2◆te
∂y2
◆e
)
dy
ke3 =
∫ b
0
N¯0◆
t
e◆edy
ke4 = ❉
∫ b
0
◆te◆edy
ke5 = 2❉(1− ν)
∫ b
0
∂◆te
∂y
∂◆e
∂y
dy
ke6 = −
∫ b
0
N resx ◆
t
e◆edy
ke7 = −
∫ b
0
N resy
∂◆te
∂y
∂◆e
∂y
dy
✭✹✳✻✽✮
✇❤❡r❡ Ne = (◆1,◆2,◆3,◆4)t✳ ❚❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣
♠❛tr✐① ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞s ✭N¯0✱ N resx ❛♥❞ N
res
y ✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❜② t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s k3✱ k6 ❛♥❞ k7✳ ❙✐♥❝❡ W = 0 ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❧r❡❛❞② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐① ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❛t ✐s
✇❤② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ t❤✉s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦✇ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✿
(
1
q2
K1 +K2 +K3 + q
2K4 +K5)U = (λK6 +
λ
q2
K7)U
AU = λBU
✭✹✳✻✾✮
✇❤❡r❡ K1, K2, .., K7 ❛r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
[
− l
2
,
l
2
]
✳
❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λcr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s ✐ts ♠♦❞❡ W ✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✱ q t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✺✮✳
✹✳✺✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❇✉❝❦❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
W ❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❛✐♥❧② ✐♥ ✉s✐♥❣ ❢r❡❡ ❡❞❣❡s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡
♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉r✐♥❣ ✢❛t r♦❧❧✐♥❣✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ ❝✐t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
✶✶✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❘❡♠❛r❦ ✸
❉♦ ♥♦t ❝♦♥❢✉s❡ w ✇✐t❤ W ✳ w ✐s t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w(x, y) = w0+w1eiqx+
w1e
−iqx ❛♥❞ W ✐s t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ s✉❝❤ ❛s w1 = a.W ✳
❋r❡❡ ❊❞❣❡s✿
∂3w
∂y3
+ (2− ν) ∂
3w
∂x2∂y
= 0 ⇔ W (3) − q2(2− ν)W ′ = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
∂2w
∂y2
+ ν
∂2w
∂x2
= 0 ⇔ W (2) − q2νW = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
✭✹✳✼✵✮
❙✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❊❞❣❡s✿
w(x, y) = 0 ⇔ W (y) = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
∆w(x, y) = 0 ⇔ W ′′(y) = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
✭✹✳✼✶✮
❈❧❛♠♣❡❞ ❊❞❣❡s✿
w(x, y) = 0 ⇔ W (y) = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
∂w(x, y)
∂y
= 0 ⇔ W ′(y) = 0 ; ❢♦r y = − l
2
;
l
2
✭✹✳✼✷✮
✹✳✺✳✹ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
I♥ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✜rst t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s F0 ❛♥❞ F2✳ ❖♥❝❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡ a✳
1
Eh
∫ l/2
−l/2
F ′′0 δF
′′
0 dy = 2q
2
∫ l/2
−l/2
(W ′2 +WW”)δF0dy = 2q
2
∫ l/2
−l/2
S0δF0dy
1
Eh
[∫ l/2
−l/2
F ′′2 δF
′′
2 dy + 8q
2
∫ l/2
−l/2
F ′2δF
′
2dy + 16q
4
∫ l/2
−l/2
F2δF2dy
]
= −2q2 ∫ l/2
−l/2
(W ′2 −WW”)δF2dy
= −2q2
∫ l/2
−l/2
S2δF2dy
a.L1 = a
3.L2 ⇔ a = 0 ♦r a =
√
L1
L2
✭✹✳✼✸✮
✇❤❡r❡ L1 ❛♥❞ L2 ❛r❡ t❤❡ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✶✭❝✮✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ W ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤✐s st❡♣✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ W
✶✶✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ W ′ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
(W ′2 +WW”) = S0 ❛♥❞ (W
′2 −WW”) = S2
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s F0 ❛♥❞ F2 ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
F0(y) = F01◆1(y) + F02◆2(y) + F03◆3(y) + F04◆4(y)
F2(y) = F21◆1(y) + F22◆2(y) + F23◆3(y) + F24◆4(y)
✭✹✳✼✹✮
✇❤❡r❡ ◆i✱ F0i ❛♥❞ F2i ❢♦r i = 1, .., 4 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ F0 ❛♥❞ F2 ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e = [0, b]✱ t❤❡♥ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ l✿
A0U0 = B0
A2U2 = B2
✭✹✳✼✺✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ U0 ❛♥❞ U2 ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ F0 ❛♥❞ F2✳
◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✼✸✮✳
✹✳✺✳✺ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ P♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
I ❢ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦❞❡ W ✱ ✈❡r✐❢② t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ F0 ❛♥❞ F2 s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
F0(y) = F
′
0(y) = 0 ; ❢♦r y = −
l
2
;
l
2
F2(y) = F
′
2(y) = 0 ; ❢♦r y = −
l
2
;
l
2
✭✹✳✼✻✮
❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s
♦❢ t❤❡ str✐♣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❢r❡❡ ♦❢ str❡ss❡s✳
❲❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬❑♣♦❣❛♥✱ ✷✵✶✶❪
❢♦r ❤✐s ▼❛st❡r t❤❡s✐s✳
✹✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥
A st❡❡❧ s❤❡❡t ✭E = 210 ●P❛✱ ν = 0.3✮ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 3000 ♠♠✱ ✇✐❞t❤ l = 855 ♠♠
✶✶✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss h = 0.25 ♠♠ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ♦♥ ❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❛ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❡❡❧ s❤❡❡t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ t❡♥s✐♦♥
T0 = 10 ▼P❛ ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❘❉✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛r❡ ❧❡❢t ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts
❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝✱ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛ss✉♠❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✿
✇❛✈② ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss
♣r♦✜❧❡s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ▼❙❇▼ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
✹✳✻✳✶ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ❡①❛♠♣❧❡
T ❤❡ s❤❡❡t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ σresx ❛ s❡❧❢✲❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠
❛❧♦♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❘❉✮✿
σresx (y) = 19.
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
✭✹✳✼✼✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ✇❛✈② ❡❞❣❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ str❡ss ✐s ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
t❤❡ s❤❡❡t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❛✮✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❝✉t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❜✮ ❝♦♥✜r♠s
t❤❛t t❤❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ str✐♣✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ✭❛✮✿ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss s❤♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡
s❤❡❡t✳ ✭❜✮✿ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ♦♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡
❡❞❣❡s✳
✶✶✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ✉♥❞❡r str❡ss ♣r♦✜❧❡ σresx (y) = 19.
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
❛♥❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥
T0 = 10 ▼P❛
❚❤❡ str❡ss ❡❞❣❡ ✈❛❧✉❡ σcr✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λcr = 0.68 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ −12.962 ▼P❛✱ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭
2π
q
✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 428.571 ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✐s 0.114 ♠♠✳
❚❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ s❤❡❡t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✻✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ εwr ✭t❤❡ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ w(x)✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✺✵✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✭❛✮✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss σwrx ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✭❜✮✳
✶✶✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ✭❛✮✿ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss✳ ✭❜✮✿ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡❧❛①❡❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s y = 0✳
✹✳✻✳✷ ❈❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❡①❛♠♣❧❡
T ❤❡ s❤❡❡t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ σresx ❛ s❡❧❢✲❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠
❛❧♦♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❘❉✮✿
σresx (y) = −57.
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
✭✹✳✼✽✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ str❡ss ✐s ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ t❤❡ s❤❡❡t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❜✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ str✐♣✳
✶✶✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ✭❛✮✿ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss s❤♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
s❤❡❡t✳ ✭❜✮✿ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ♦♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡
❝❡♥t❡r✳
❚❤❡ str❡ss ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ σcr✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λcr = 0.36 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ −11 ▼P❛ ✭❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✮✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭
2π
q
✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 545.45 ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡s ✐s 0.259 ♠♠✳
❚❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ s❤❡❡t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ❛❧♦♥❣ ✐ts ❝❡♥t❡r
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ εwr ✭t❤❡ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ w(x)✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✺✵✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❛✮✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss σwrx ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✹✳✶✵✭❜✮ ✳
✶✶✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ✉♥❞❡r str❡ss ♣r♦✜❧❡ σresx (y) = −57.
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
❛♥❞ str✐♣
t❡♥s✐♦♥ T0 = 10 ▼P❛
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ✭❛✮✿ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss✳ ✭❜✮✿ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡❧❛①❡❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s y = 0✳
✶✷✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✹✳✻✳✸ ❙tr✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✴❛♠♣❧✐t✉❞❡
T ❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❛❧ s❤❡❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛s ✇❡❧❧✳ ■t
✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s σresx (y) =
19
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
❛♥❞ ❛ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣
❢♦r♠✿ ♠♦❞❡✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❛♥❞ ❛ss❡ss❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥✳
❚❡♥s✐♦♥ ✭▼P❛✮ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✹ ✶✻ ✶✽
❈r✐t✐❝❛❧ ❙tr❡ss
✭▼P❛✮
✲✸✳✶✸ ✲✺✳✼ ✲✽✳✶✼ ✲✶✵✳✺✽ ✲✶✷✳✾✻ ✲✶✺✳✸✶ ✲✶✼✳✻✹ ✲✶✽✳✼✾ ✲✷✵✳✶
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
✭♠♠✮
✼✺✵ ✻✵✵ ✺✵✵ ✹✻✶✳✺✸ ✹✷✽✳✺✼ ✹✵✵ ✸✵ ✵ ✵
❆♠♣❧✐t✉❞❡
✭♠♠✮
✵✳✸✷ ✵✳✷✸ ✵✳✶✼ ✵✳✶✹ ✵✳✶✶ ✵✳✵✽ ✵✳✵✹ ✵ ✵
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ ❞❡❢❡❝t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ str✐♣
t❡♥s✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss |σcr| ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ st✐✛♥❡ss t♦ t❤❡ str✐♣
✶✷✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
t♦ ❡♥❞✉r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐♥ ✐ts ♣❧❛♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❡♥s✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✐s t✐❣❤t❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠♦r❡
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡❞❣❡✱ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✭14 ▼P❛ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡
t❡♥s✐♦♥ ❡①❝❡❡❞s t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ str✐♣
st❛②s ✢❛t ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐❧❧ ♠♦st ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✸✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ✇✐t❤
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❣✐✈❡s st✐✛♥❡ss t♦ t❤❡ str✐♣
❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡ str✐♣ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❜✉❝❦❧❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
③❡r♦✲❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ③❡r♦✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦✲❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 16
▼P❛✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s✐♥❝❡ σresx ∈ [−19,+9.5] ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ T0 = 16 ▼P❛ ✐s ❛❞❞❡❞✱
t❤❡ str❡ss ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s [−3,+25] ❛♥❞ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✇❛✈✐♥❡ss✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t✐❣❤t❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✇❛✈❡s✳ ❆ s✐❞❡
✈✐❡✇ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥s ♦❢ 2 ▼P❛ ❛♥❞ 12 ▼P❛ s❤♦✇s s♠❛❧❧❡r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐✳❡✳ ♠♦r❡ ❜✉t t✐❣❤t❡r ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ str✐♣✳✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② y = 0✳
✶✷✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ str✐♣
t❡♥s✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❆ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✶✮ ✉♥❞❡r ❛ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 2 ▼P❛✱ ✷✮ ✉♥❞❡r ❛
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 12 ▼P❛
✹✳✻✳✹ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✴❛♠♣❧✐t✉❞❡
N ♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱
❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ♦♥ t❤❡
✶✷✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✐ts ❡✛❡❝ts✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
✜①❡❞❀ t❤❡ str✐♣ ✐s ✉♥❞❡r ❛ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 5▼P❛ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦s✐♥❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✉s❡❞✿
σresx (y) = −20cosm(
πy
l
+ 5) ✭✹✳✼✾✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rm ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
str❡ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ t❤❡ str❡ss ♠✐♥✐♠✉♠ −15 ▼P❛ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ 5 ▼P❛ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✭❢♦r m = 1, 2, 3, 4, 5✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s
♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t❛♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r m = 1, 2, 3, 4, 5
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❛ ✇❛✈② ❝❡♥t❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡
str❡ss❡s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ✇✐❞t❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻ t♦ ✹✳✶✾ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ♦❢
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✭m s♠❛❧❧❡r✮✱ t❤❡
❣r❡❛t❡r t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ❣❡ts✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ♥❛rr♦✇❡r✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r ❜✉t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❞♦❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s
♥❛rr♦✇❡r ✭❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳ ■t s❡❡♠s ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s✱
✶✷✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞♦❡s t❤❡ s❛♠❡ t♦ r❡❛❝❤ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡s
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧② t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② t♦ ❤✐t ③❡r♦✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✇❤❡r❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❉❡❢❡❝t ✇✐❞t❤
∼ 2.5✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ❛❧s♦ ✈✐❛ t❤❡ r❛t✐♦
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❞t❤
❉❡❢❡❝t ✇✐❞t❤
∼ 2✳
♠ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡
③♦♥❡ ✭♠♠✮
❉❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡
✭♠♠✮
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭♠♠✮ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭♠♠✮
✶ ✸✻✵ ✶✽✵ ✹✻✶✳✺✸✽ ✻✳✺ ✵✳✶✹✻
✷ ✷✽✵ ✶✻✵ ✸✼✺✳✵✵ ✽ ✵✳✶✵✽
✷ ✷✸✺ ✶✹✵ ✸✺✷✳✾✹✶ ✽✳✺ ✵✳✵✾✺✾
✹ ✷✶✺ ✶✸✺ ✸✸✸✳✸✸ ✾ ✵✳✵✽✺✻
✺ ✶✽✺ ✶✷✵ ✸✶✺✳✼✽✾ ✾✳✺ ✵✳✵✼✵✽
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m ✐✳❡✳ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ♦♥ t❤❡
❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ str✐♣ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺
❛♥❞ ✹✳✶✻ ✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞
③♦♥❡ ❢♦r m = 1, 2, 3, 4, 5
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ str✐♣ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s y = 0✳
✶✷✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❢❡❝t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡r m✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
m ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❢♦r m = 1 ❛♥❞ m = 5 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡s ✐s
❤✐❣❤❡r ❢♦r m = 5✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ③♦♥❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐s
s♠❛❧❧❡r✳
✶✷✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ✭❛✮ ✿ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r m = 1✳
✭❜✮ ✿ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r m = 5✳
✹✳✼ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
I♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❙❇▼ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ♦t❤❡r
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱
❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ■t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛
❣♦♦❞ ♠❡❛♥s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❙❇▼✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ❆❜❛q✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞
✶✷✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r▼❙❇▼✳
✹✳✼✳✶ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✈✐❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
T ❤❡ s❛♠❡ s❤❡❡t ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤✐s st✉❞②✿ ❆ st❡❡❧ s❤❡❡t ✭E = 210 ●P❛✱ ν = 0.3✮ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 3000 ♠♠✱ ✇✐❞t❤
l = 855 ♠♠ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss h = 0.25 ♠♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s ❛s ✐♥ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ❡❛s②
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ σresx (y) = −6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
❛♥❞ σresy (y) = σ
res
xy (y) = 0✳ P❧❡❛s❡
r❡❢❡r t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❙tr✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ st✉❞②✱ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 20 t♦ 100 ▼P❛❀ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✸✮ ✇❡r❡ ❝❛r✲
r✐❡❞ ♦✉t ✐✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σcr ❛♥❞ t❤❡
❜✉❝❦❧❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ l˜ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✮ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❇▼ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σcr ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
l˜ ✈❛r② ✇✐t❤ t❡♥s✐♦♥✳ |σcr| ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡♥s✐♦♥ ♠❛❦❡s
t❤❡ s❤❡❡t st✐✛❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s✐❧✐❡♥t t♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ l˜
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡①❝❡❡❞ T0 ❜②
❛ r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✿ −σcr ∼ (1 + k)T0; k ∼ 0.22✳
❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▼❙❇▼
❚❡♥s✐♦♥
T0 ✭▼P❛✮
❈r✐t✐❝❛❧ str❡ss
σcr ✭▼P❛✮
σcr+T0 ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
l˜ ✭♠♠✮
❈r✐t✐❝❛❧ str❡ss
σcr ✭▼P❛✮
σcr+T0 ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
l˜ ✭♠♠✮
✷✵ ✲✷✻✳✹✼ ✲✻✳✹✼ ✸✽✸✳✺✹ ✲✷✹✳✺✼ ✲✹✳✺✼ ✸✺✷✳✾✹
✹✵ ✲✺✵✳✵✽ ✲✶✵✳✵✽ ✷✾✽✳✸✽ ✲✹✼✳✵✸ ✲✼✳✵✸ ✷✽✺✳✼✶
✻✵ ✲✼✸✳✶✵ ✲✶✸✳✶✵ ✷✹✹✳✶✻ ✲✻✾✳✵✻ ✲✾✳✵✻ ✷✺✵
✽✵ ✲✾✺✳✼✼ ✲✶✺✳✼✼ ✷✷✸✳✽✷ ✲✾✵✳✽✻ ✲✶✵✳✽✻ ✷✷✷✳✷✷
✶✵✵ ✲✶✶✽✳✷✹ ✲✶✽✳✷✹ ✷✵✻✳✻ ✲✶✶✷✳✺ ✲✶✷✳✺ ✷✵✻✳✽✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥✳
❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼❙❇▼ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳
✶✷✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❙tr❡ss σcr ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ l˜ ✈❡rs✉s ❣r♦✇✐♥❣ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ str❡ss✳ ❈♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱
❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡s ✭❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❙❇▼✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ♣r♦✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
✹✳✼✳✷ P♦st✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♠♦❞❡❧ ▼❆◆
O♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ s❛♠❡ s❤❡❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s❤❡❡t ✐s ❞♦✉❜❧② ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ T0 = 2
▼P❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σresx (y) = 19.
(
−6
∣∣∣y
l
∣∣∣2 + 1
2
)
✱ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ❛♥❞ ♦✉r ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❙❇▼✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐✮ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦r❝❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s▼❆◆ ❛♥❞▼❙❇▼ ✐✳❡✳
t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣✴♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ♦♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
[
0,
l
2
]
❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s y = 0✳
✐✐✮ ❚❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❢♦r▼❆◆ ✐t ✐s ❝❧❛♠♣❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r
t❤❡▼❙❇▼ ✐t ✐s ❧❡❢t ❢r❡❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧♦ss ✐♥▼❆◆ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✶❛✮✳
✶✷✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ ▼❆◆✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❧❛♠♣❡❞ ♦r s✐♠♣❧②
s✉♣♣♦rt❡❞ t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦
s✐♠✐❧❛r ②❡t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ✭❛✮ ✫ ✭❝✮ ✿ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ✐ts s✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧
▼❆◆
✭❜✮ ✫ ✭❞✮ ✿ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ✐ts s✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼❙❇▼
✭❡✮ ✫ ✭❢✮✿ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❆◆ ✫ ▼❙❇▼
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ♣r❡s❡♥ts ✇❛✈② ❡❞❣❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❢♦r♠ s❡❡♠s s✐♠✐❧❛r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✭❛✮ & ✭❜✮ ✮ ②❡t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ♥♦t✐❝❡❞
✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✭❡✮ & ✭❢✮ ✮❀ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❜✉❝❦❧❡s ✐♥t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 4 ∼ 5 ✇❛✈❡s ✐♥ 3000 ♠♠✳
❲❤❡♥ s✐❞❡✲✈✐❡✇s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✭❝✮ & ✭❞✮✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✿ ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧▼❆◆ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.46 ♠♠ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.4 ♠♠✳
✶✸✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✹✳✼✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ s✐♠♣❧❡ ❆❜❛q✉s ❡①❛♠♣❧❡
L❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❧❛t❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ [l × L × h] = [100mm × 100mm × 1mm]✳ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E ✐s ❡q✉❛❧ t♦
200 GPa ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.3✳
❚❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss σresx ❡q✉❛❧ t♦
−❉
(π
l
)2( l
L
+
L
l
)2
= − Eh
3
(1− ν2)
(π
l
)2( l
L
+
L
l
)2
❛♥❞ σresy = 0
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❉ ✐s t❤❡ ♣❧❛t❡ r✐❣✐❞✐t②✱ L✱ l ❛♥❞ h ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✐✳❡✳ λcr s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳
■♥ ❆❜❛q✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛t❡r❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
str✐♣ ✭♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ str✐♣ ❝❡♥t❡r✮✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ σresx ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r λcr ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.98❀ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σcr = −72.30 ▼P❛✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✱ ❛ ❝✉t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❝✉t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❛✈✐♥❡ss ✇✐❧❧ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✉♥❞❡r t❤✐s
❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✸✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤✐s ✐s t♦t❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐✳❡✳ w = 0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣❧❛t❡ ✇✐❧❧ ♠♦st ❞❡✜♥✐t❡❧② ❞❡✢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❆❜❛q✉s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ −71.29 MPa ✭λcr = 0.96✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳
▲❡t ✉s ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❛rt✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝ts ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❆❜❛q✉s ❛♥❞ ♦✉r ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❙❇▼✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ λ
✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❆❜❛q✉s ❛♥❞ ▼❙❇▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡② ❞❡t❡❝t
t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ 20% ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥▼❙❇▼ ♦r
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ str❡ss σresx ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✿
⋄ ■♥ ▼❙❇▼✱ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ str✐♣✳
⋄ ■♥ ❆❜❛q✉s✱ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❧❛t❡r❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ str✐♣✳
❆❜❛q✉s ❙♦❢t✇❛r❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▼❙❇▼
λ/λcr λσcr(MPa) ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✭♠♠✮ λ/λcr λσcr(MPa) ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✭♠♠✮
✶✳✶ ✲✼✽✳✹✷ ✵✳✻✸ ✶✳✶ ✲✼✾✳✺✸ ✵✳✽✶
✶✳✷ ✲✽✺✳✺✺ ✵✳✾✶ ✶✳✷ ✲✽✻✳✼✻ ✶✳✶✺
✶✳✸ ✲✾✷✳✻✽ ✶✳✶✸ ✶✳✸ ✲✾✸✳✾✾ ✶✳✹✶
✶✳✹ ✲✾✾✳✽✵ ✶✳✸✶ ✶✳✹ ✲✶✵✶✳✷ ✶✳✻✸
✶✳✺ ✲✶✵✻✳✾✹ ✶✳✹✼ ✶✳✺ ✲✶✵✽✳✹✺ ✶✳✽✷
✶✳✻ ✲✶✶✹✳✵✻ ✶✳✻✷ ✶✳✻ ✲✶✶✺✳✻✽✻ ✶✳✾✾
✶✳✼ ✲✶✷✶✳✶✾ ✶✳✼✻ ✶✳✼ ✲✶✶✺✳✻✽ ✷✳✶✺
✶✳✽ ✲✶✷✽✳✸✷ ✶✳✽✽ ✶✳✽ ✲✶✸✵✳✶✹ ✷✳✸✵
✶✳✾ ✲✶✸✺✳✹✺ ✷ ✶✳✾ ✲✶✸✼✳✸✼ ✷✳✹✹
✷ ✲✶✹✷✳✺✽ ✷✳✶✸ ✷ ✲✶✹✹✳✻ ✷✳✺✼
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❘❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❜❛q✉s ❙♦❢t✇❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ❛♥❞ ✹✳✷✹ ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥▼❙❇▼ ❛♥❞ ❆❜❛q✉s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭❢♦r λ = 1.1λcr✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐❞❡✲✈✐❡✇ t♦ ❣✐✈❡ ❛
✶✸✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❢♦r λ = 1.1λcr ✇✐t❤ ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 0.81 ♠♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❆❜❛q✉s ❢♦r λ = 1.1λcr ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢
0.63 ♠♠✳
✶✸✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✹✳✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s
✹✳✽✳✶ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
T ❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ t❤❡ ✬❇✉❝❦❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✬
t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str✐♣ s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✴♣r♦✜❧❡ ✐❢ t❤❡ str❡ss ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✴❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ◆♦t ❛❧❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛❣r❡❡
♦♥ ❤♦✇ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞
❣❧♦❜❛❧❧② ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞
❧♦❝❛❧❧②✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
✭t②♣✐❝❛❧ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❢♦r♠✮ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✐♣ ❛♥❞ ❢♦r❝❡❞ ✐t t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ✇❤❛t
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐s st✉❞② ✭❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❤✐s s✐♠♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ tr✐❡❞ t♦ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ ✐t ✇❛s ♥♦t
r❡s♣❡❝t❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧②✳
❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ▼❆◆✳ ❆ str✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ 500
♠♠✱ ✇✐❞t❤ ♦❢ 100 ♠♠✱ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 1 ♠♠✱ E = 200 ●P❛ ❛♥❞ µ = 0.3 ✲ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σx✳
❚❤❡ str❡ss t♦❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥
✶✸✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
♦❢ 150 ▼P❛ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ −400 ▼P❛ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ❜❡❢♦r❡
❛♥❞ ❛❢t❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✳ ■♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ str❡ss ♠❛♣s
♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✭❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✮✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✐❞ ♥♦t r❡❧❛① t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ str✐♣✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❇✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣✿ ✭❛✮ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ T0 = 150 ▼P❛✱ ✭❜✮ ❛❢t❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥
r❡❧❡❛s❡✳
❙tr❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σx ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ✭❝✮ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ T0 = 150 ▼P❛✱ ✭❞✮ ❛❢t❡r
str✐♣ t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳
■♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ str✐♣ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✿ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦r
❝❡♥t❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷ ♣❛❣❡ ✼✷✮✳ ■❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t
❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✼❜✮ ❛♥❞ ✹✳✶✵❜✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
r❡s♣❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳
❲❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥✜r♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❜✉t ♦♥❡
❝❛♥ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ ✧♥♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✧ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ str✐♣✳
✶✸✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✹✳✽✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
C♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✳ ■t
✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✇ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❛❞❡♠✐❝ str❡ss ♣r♦✜❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❜♦t❤
✇❛✈② ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♦♥❧② ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✇❛s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s s✉❝❤
❛s✿
⋄ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t✳
⋄ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❣❛✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡✴❧♦❣✐❝❛❧
t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s✴♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s✿
⋄ ❚❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ st✉❞② ❜② ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳
⋄ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
⋄ ❚❤❡ s❤❡❧❧ s♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s ❬❆❜❛q✉s✱ ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
❖✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝❛s❡s✱ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②
✇✐❧❧ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ st✐✛❡r ♣r♦✜❧❡s ✭✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ r♦❧❧✐♥❣
s♦❢t✇❛r❡✮ ❛♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
✹✳✾ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❛ été ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡✴♣♦st✲✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡s tô❧❡s ♠✐♥❝❡s s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡st ♥♦♠♠é ▼❙❇▼✳ ■❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡
❝r✐t✐q✉❡✱ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t ✭ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✮ ❡t q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
✶✸✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❞❡s ♦♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❣é♥éré❡ ❡♥ ♣♦st✲
✢❛♠❜❛❣❡✳
▼❙❇▼ ❛ été t❡sté ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ✭♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✮
✐❧❧✉str❛♥t ❞❡s ❜♦r❞s ❡t ❝❡♥tr❡s ❧♦♥❣s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❡t ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sés
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞✉❧❛t✐♦♥s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✉ ❧❛♠✐♥❛❣❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s s✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❤❛♣✐tr❡✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ▼❙❇▼✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❞♦♥♥é ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡
❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s très r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ▼❙❇▼ ❛ été ❛✉ss✐ ❝♦♥❢r♦♥té à ❞✬❛✉tr❡s
ét✉❞❡s✴♠♦❞è❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r
❡t ❛❧✳ ❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✭é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❝♦q✉❡s✮ ▼❆◆
❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❜❛q✉s ❬❆❜❛q✉s✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥ ❜♦♥
❛❝❝♦r❞✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡▼❙❇▼ ❛ été tr♦✉✈é ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s
tr❛✐tés✳ ❙❛ ❝❛♣❛❝✐té s❡r❛ t❡sté❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♠♣♦rtés
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
✶✸✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r♦♠ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❊q✉❛t✐♦♥s t♦ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✶✸✽
❈❍❆P❚❊❘ ✺
❯◆❈❖❯P▲❊❉ ❘❖▲▲■◆●✲❇❯❈❑▲■◆●
▼❖❉❊▲
❇❡❧✐❡✈❡ ✐♥ ②♦✉rs❡❧❢ ✦ ❍❛✈❡ ❢❛✐t❤ ✐♥ ②♦✉r ❛❜✐❧✐t✐❡s✦ ❲✐t❤♦✉t ❛ ❤✉♠❜❧❡ ❜✉t
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ②♦✉r ♦✇♥ ♣♦✇❡rs ②♦✉ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ❤❛♣♣②✳
❜② ◆♦r♠❛♥ ❱✐♥❝❡♥t P❡❛❧❡
❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❖♥✲❧✐♥❡ ❋❧❛t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❙❇▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✷ ❋❧❛t♥❡ss ❛♥❞ ❋r✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✺✳✸ ❋❧❛t♥❡ss ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✺✳✸✳✶ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✺✳✸✳✷ ❈❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✺✳✺ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✶✸✾
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
I♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙❡✈✲
❡r❛❧ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str✐♣s ✉♥❞❡r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛♥❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥
✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦❞❡s ❧✐❦❡ ▼❆◆ ❛♥❞ ❆❜❛q✉s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts
❞✉r✐♥❣ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① str❡ss ♣r♦✜❧❡s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✲
✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠❛♥♥❡r✿
✶✮ ❋✐rst✱ ❛ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜✐t❡ ③♦♥❡✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
✷✮ ❚❤❡s❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡▼❙❇▼ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
♥❡✇ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ str❡ss✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t ✭∼ 1 ♠✮
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② st❛❜✐❧✐③❡❞✳
Why use a decoupled approach ?
As ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r❡❞✐❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❢♦r r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡▼❙❇▼ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ t♦ ♥♦ ❜✐t❡✲❜✉❝❦❧✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❛ss❡t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✭❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥
❤✐s t❤❡s✐s ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ tr❡❛t t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✮ ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡❀ t❤✉s✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✇✐t❤ t✇♦ ❛ss❡ts✿ ♦♥❡
st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❙❇▼ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❙❇▼✳
❍❛✈✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s st✉❞②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛❣❡ ✼✾✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡
✇❤✐❧❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦
r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭❲❘❇✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s✳
✶✹✵
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥❧② ❢♦r y > 0 ❜② s②♠♠❡tr②✳
✦
r
✺✳✶ ❖♥✲❧✐♥❡ ❋❧❛t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
O♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛✮ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳
■♥ t❤❡ ▼❙❇▼✱ t❤❡ ❡①✐t✐♥❣ str✐♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 0.252 ♠♠✱ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢
855 ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 3000 ♠♠✳ ■t ✐s ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 100 ▼P❛ ❛♥❞ ❧♦❛❞❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✇❡❧❧✿ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 210 ●P❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ν ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.3✳
❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λcr ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ 0.26❀ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ str✐♣ ❝❛♥ s✉♣♣♦rt −226▼P❛ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✉♥❞❡r 100▼P❛
♦❢ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✳ ❍❛✈✐♥❣ ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜✮ ✲✐❧❧✉str❛t✐♥❣
t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ♣❡r tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥✲✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t
♦♥ t❤❡ str✐♣ ❡❞❣❡s✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ✭❛✮ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❛ s❡❝t✐♦♥
❛t 1 ♠ ❛❢t❡r ❜✐t❡ ❡①✐t✳ ✭❜✮ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✳
❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇✐♥❣ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ✇❤❡r❡
✶✹✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t✐❣❤t ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✸❉ str✐♣ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ a✱ t❤❡ ♠♦❞❡ W ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r q ❛s Re[a.W (y).eiqx]✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡
❞❡❢❡❝ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ str✐♣✱ ✐t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡
♠❡s❤✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✸❉ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
⋄ ❏✉❞❣✐♥❣ ❜② t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ W ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜✮ ✮✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② 28 ♠♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ 100 ▼P❛✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 61 ♠♠✱ r♦✉❣❤❧② ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ③♦♥❡ ✇✐❞t❤✳
⋄ ❚❤❡ ✇❛✈❡✲❧❡♥❣t❤ ✐s 90 ♠♠ ✭35 ✇❛✈❡s ✐♥ t❤✐s 3000 ♠♠ ❧♦♥❣ str✐♣✮✳
⋄ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s a = 0.2 ♠♠✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 100 ▼P❛ ❛♥❞ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss
♣r♦✜❧❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ✭µ = 0.025✱ WRB = 480 ❑◆✮
T ❤❡ ▼❙❇▼ ✲ ❡✈❡♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✲ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
str❡ss ♣r♦✜❧❡s ✭✈❡r② ❧❛r❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡✮ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣✉s❤ t❤✐s st✉❞② ❢♦r✇❛r❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✉❛t♦rs ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s
✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ r❡s✉❧ts✱ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❆❜✲
❞❡❧❦❤❛❧❡❦✬s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳
✺✳✷ ❋❧❛t♥❡ss ❛♥❞ ❋r✐❝t✐♦♥
T ♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝t ♦❢ t❤✐♥ str✐♣s✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♣❛❣❡ ✼✾ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✶✹✷
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
0.01 ❛♥❞ 0.03✳ ❚❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
❛r❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳
❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s
✇❡❧❧✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞✱ ♠♦r❡ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡
❡❞❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❉♦ ♥♦t ❢♦r❣❡t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ 100 ▼P❛ t♦ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❞❡♣t❤ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r
❢r✐❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❤♦s❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ µ = 0.01✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
str❡ss ✐s ♠✐❣r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ■❢ s✉✣❝✐❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s
♦✛✲❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❞♦❡s ♥♦t s✉r♣❛ss −100 ▼P❛ s♦ ✇❤❡♥
❛❞❞✐♥❣ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ 100 ▼P❛✱ ♥♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❤❛❧❧ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐✳❡ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❡❢❡❝t ✐s
♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❲❘❇= 480 ❑◆ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣
❢r✐❝t✐♦♥✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ∼ 1 ♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐t❡✳
❊①❛♠✐♥✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹❛✮✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ❝♦♥✜r♠ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
µ = 0.01✱ t❤❡ ▼❙❇▼ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡❝t ❛♥② ❞❡❢❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ str✐♣ ✐s ✉♥❞❡r 100 ▼P❛ ♦❢ t❡♥✲
s✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✢❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t
✶✹✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✉♥❞❡r ❤✐❣❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹❜✮
❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✜♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡②
❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s ✇✐❞❡r ❛♥❞ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ✐s ❧❛r❣❡r ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ t❤♦✉❣❤ ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
✭❛✮✿ ▼❙❇▼ ✭❜✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
♣❛❣❡s ✻✺ ❛♥❞ ✶✵✼✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✺ t♦ ✺✳✼ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❋♦r µ = 0.01 t❤❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥
✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✇❛✈✐♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❲❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r❧②✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❣r♦✇s
q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❛❤❡❧❡❦ ❝❛♥♥♦t q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t✱ ✐t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ∆εx ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
▼❙❇▼ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ■ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡✮✳
❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛ ✢❛t str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❢♦r µ = 0.01✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ = 0.01 ❛♥❞ µ = 0.02✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧✱ t✇♦ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢♦r µ = 0.015 ❛♥❞ µ = 0.0185✳ ❆❣❛✐♥ ❢♦r
µ = 0.015 ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t str✐♣✳ ❆s ❢♦r µ = 0.0185 t❤❡② ❣✐✈❡ ❛ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ❜✉t ♥♦t ③❡r♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✱
✐✳❡✳ 0.015 < µcr < 0.0185✳
✶✹✹
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝✲
t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✳
✶✹✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✭❛✮✿ µ = 0.01✱ ❲❘❇= 480 ❑◆✱ a = 0 ♠♠✱ ✵ ✇❛✈❡
✭❜✮✿ µ = 0.02✱ ❲❘❇= 480 ❑◆✱ a = 0.1 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 72 ♠♠✱ 42 ✇❛✈❡s
✭❝✮✿ µ = 0.025✱ ❲❘❇= 480 ❑◆✱ a = 0.197 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 84 ♠♠✱ 36 ✇❛✈❡s
✭❞✮✿ µ = 0.03✱ ❲❘❇= 480 ❑◆✱ a = 0.26 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 93 ♠♠✱ 32 ✇❛✈❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❢♦r WRB = 480 ❑◆ ❛♥❞
✈❛r②✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ✳
✶✹✻
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼❙❇▼ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❛✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✭
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❜✮ ✮✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ str❡ss❡s ❛r❡
r❡❧❛①❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ str❡ss ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞
❛s ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✳
❋♦r µ = 0.01✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❝❡♥t❡r
❜✉❝❦❧❡s ♦♥❝❡ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✳
✭❛✮✿ ▼❙❇▼ ✭❜✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❲❡ s✉s♣❡❝t t❤❛t t❤✐s ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡✐r ❝♦♥❝❛✈✐t②✱ ✐s ❞✉❡ t♦ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ✐♥ ▼❙❇▼ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ σyy ❜② t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✭❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✸✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ ✐t ♣r❡✈❡♥ts ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
❣♦♦❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤❡r❡ ▼❙❇▼ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
▲❛♠✸✳
✺✳✸ ❋❧❛t♥❡ss ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣
✺✳✸✳✶ ❲❛✈② ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣
C♦♥✈❡rs❡❧② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥
❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ µ = 0.025
❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❲❘❇ ❜❡t✇❡❡♥ 350 ❑◆ ❛♥❞ 900 ❑◆✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡ss
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞s
❢♦r t❤❡ str✐♣ ✐♥ t❤❡ ▼❙❇▼✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳ ■♥ t❤❡ ▼❙❇▼✱ t❤❡
str✐♣ ✐s ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①✐t✐♥❣ str✐♣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t❤❡♥ ✐t ✐s
✶✹✼
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❞♦✉❜❧② ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ 100 ▼P❛ ♦❢ str✐♣ t❡♥s✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ t❤❛t ♠✉❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦t t♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ µ =
0.025 ❛♥❞ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❲❘❇✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t 1 ♠ ✐✳❡✳ ❢♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❜✐t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✳
✶✹✽
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✭❛✮✿ ▼❙❇▼ ✭❜✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❲❘❇ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❲❘❇ ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱
✇❤❡t❤❡r ❜② t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❙❇▼ ♦r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥❝✉rs ✇✐t❤ ✇❤❛t ❤❛s
❜❡❡♥ s❛✐❞✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥
❝✉r✈❡s ❜❡❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❲❘❇✱
t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❲❘❇✳
✶✹✾
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✶ ❛♥❞ ✺✳✶✷ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ❧❡❛❞s t♦ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❚❤❛t ❣♦❡s s✐❞❡ ❜② s✐❞❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♠♦r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ str✐♣ ❧❡♥❣t❤
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✳ ❚❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s s♠❛❧❧❡r
r♦❧❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t❤✉s s♠❛❧❧❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ✢❛t♥❡ss ❧♦ss✳
❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ ❤✐❣❤ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ✭900 ❑◆✮ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❡❞❣❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ♥♦r♠❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ✐s ♥♦t t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❝t✉❛t♦r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s t②♣❡
♦❢ ❞❡❢❡❝t ✭❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r 15 ♠♠ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✮✳ ❚❤❡ ❜❡st ❛❝t✉❛t♦r ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇❛✈② ❡❞❣❡
❝❛♥ ❜❡ ❛ ✻✲❤✐❣❤ ♠✐❧❧ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤✐❢t❛❜❧❡ r♦❧❧s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s
❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✭❛✮✿ WRB = 350 ❑◆✱ µ = 0.025✱ a = 0.21 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 91 ♠♠✱ 33 ✇❛✈❡s
✭❜✮✿ WRB = 480 ❑◆✱ µ = 0.025✱ a = 0.197 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 84 ♠♠✱ 36 ✇❛✈❡s
✭❝✮✿ WRB = 900 ❑◆✱ µ = 0.025✱ a = 0.166 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 77 ♠♠✱ 39 ✇❛✈❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❢♦r µ = 0.025 ❛♥❞
✈❛r②✐♥❣ ❲❘❇✳
✶✺✵
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✺✳✸✳✷ ❈❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s ❛♥❞ ❲♦r❦ ❘♦❧❧ ❇❡♥❞✐♥❣
T ♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r
❜✉❝❦❧❡s✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ µ = 0.01 ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❲❘❇ ❜❡t✇❡❡♥ 480 ❑◆ ❛♥❞ 900 ❑◆✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ③♦♥❡ ❛❢t❡r 1 ♠ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s r❡s✐❞✉❛❧
❧♦❛❞s ❢♦r t❤❡ str✐♣ ✐♥ t❤❡ ▼❙❇▼✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ T0 ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ T0✳ ■♥ t❤❡ ▼❙❇▼✱ t❤❡ str✐♣ ✐s ❝✉st♦♠✐③❡❞
t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①✐t✐♥❣ str✐♣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t❤❡♥ ✐t ✐s ❞♦✉❜❧② ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ 100 ▼P❛ ♦❢ str✐♣ t❡♥s✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
str❡ss❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r❀ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡② ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ✇❛✈✐✲
♥❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ str✐♣ ❝❡♥t❡r✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❜② t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r WRB = 480 ❑◆✱ t❤❡ str❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ −100
▼P❛✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ 100 ▼P❛✱ ♥♦ ❞❡❢❡❝t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ µ =
0.01 ❛♥❞ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❲❘❇✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ∼ 1 ♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐t❡✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ♠❡❛♥s ♠♦r❡ r♦❧❧✐♥❣
❢♦r❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐✈❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✽ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇✱
✶✺✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✇✐❞t❤ ❣❡t ❧❛r❣❡r✳ ❋♦r µ = 0.01 ❛♥❞ ❲❘❇= 480
❑◆ t❤❡ str✐♣ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ∆εx tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ▼❙❇▼ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
♠♦r❡ ❞❡❢❡❝ts tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❇▼ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❲❘❇✳ ❚❤♦✉❣❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈❡ q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛❣r❡❡ t❤❛t ❢♦r µ = 0.01 ❛♥❞ ❲❘❇= 480
❑◆ t❤❡ str✐♣ ✐s ✢❛t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✢❛t str✐♣ ✐s
480 ❑◆ < ❲❘❇cr < 700 ❑◆✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✳
✶✺✷
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✭❛✮✿ ▼❙❇▼ ✭❜✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r µ = 0.01
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❲❘❇ ✈❛❧✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ µ = 0.01 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❲❘❇✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ str✐♣ s❤❛♣❡s ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 100 ▼P❛ ❢♦r ❛ ✜①❡❞
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ = 0.01 ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽❝✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
str✐♣ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t ❢♦r µ = 0.01 ❛♥❞ ❲❘❇= 480 ❑◆✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❲❘❇ ❞♦❡s ♥♦t
s❡❡♠ t♦ ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ✇✐❞t❤ ♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❜✉t ✐♠♣❛❝ts ♠❛✐♥❧②
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
✶✺✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✭❛✮✿ WRB = 900 ❑◆✱ µ = 0.01✱ a = 0.308 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 333.33 ♠♠✱ 9 ✇❛✈❡s
✭❜✮✿ WRB = 700 ❑◆✱ µ = 0.01✱ a = 0.194 ♠♠✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤= 315.782 ♠♠✱ 10 ✇❛✈❡s
✭❝✮✿ WRB = 480 ❑◆✱ µ = 0.01✱ a = 0 ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❢♦r µ = 0.01 ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣
❲❘❇✳
✶✺✹
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
E ✈❡♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ t❤❡ ▼❙❇▼ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✢❛t♥❡ss
❞❡❢❡❝ts ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱
t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✇❤❡t❤❡r ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ♦r ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ♠♦r❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡
✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡r✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝ts ✇❡r❡
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈② ❡❞❣❡s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
❝❡♥t❡r ❜✉❝❦❧❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡▼❙❇▼ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ str✐♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇② ✐ts❡❧❢✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛ss❡t t♦ ♣r❡❞✐❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ✉s t♦ ♣✉s❤ ❢✉rt❤❡r ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣
t❤❡ ▼❙❇▼ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❛♣t❡r✳
✺✳✺ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ▼❙❇▼ à ♣ré❞✐r❡ ❞❡s
❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ♣♦✉r ❞❡ ✈r❛✐s ❝❛s ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ❛ été ❡①♣❧♦ré❡✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s tr❛♥s✈❡rs❛✉①
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♦♥t été ✐♠♣♦rtés ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝♦✉♣❧é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st
❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ à ❢r♦✐❞ ✉t✐❧✐s❛♥t ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♣r♦✜❧s ❞❛♥s ▼❙❇▼ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡
✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tô❧❡ s♦✉s tr❛❝t✐♦♥✳
P♦✉r ét✉❞✐❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧✬❡✛❡t
❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ s✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥❡✐té ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❛♠✐♥❛❣❡✲❋❧❛♠❜❛❣❡ ❝♦✉♣❧é✮✳
▼ê♠❡ ❞é❝♦✉♣❧é✱▼❙❇▼ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣♦♥s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉♣❧é ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✿ ✐❧s ❞ét❡❝t❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡ ❡t ♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ré♣♦♥s❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✳
✶✺✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧
P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ✐♥❞✉✐t ♣❧✉s ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❝❡ q✉✐ s✬② tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ❧❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❧❡s ♦♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t
❛✉ss✐✳
◗✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♥❡✉tr❛❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ◗✉♦✐q✉❡ s❡s ❡✛❡ts ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s é✈✐❞❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❧♦♥❣s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉✬ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❧♦♥❣s✳
❯♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞✉❧❛t✐♦♥s
✭❛✉ ❝❡♥tr❡✮✳
✶✺✻
❈❍❆P❚❊❘ ✻
❈❖❯P▲❊❉ ❘❖▲▲■◆●✲❇❯❈❑▲■◆● ▼❖❉❊▲
▲❆▼✸✴❚❊❈✸✲▼❙❇▼
▼❛♥ ❝❛♥♥♦t ❞✐s❝♦✈❡r ♥❡✇ ♦❝❡❛♥s ✉♥❧❡ss ❤❡ ❤❛s t❤❡ ❝♦✉r❛❣❡ t♦ ❧♦s❡ s✐❣❤t ♦❢
t❤❡ s❤♦r❡✳
❜② ❆♥❞ré ●✐❞❡
❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ▼❙❇▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✻✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✻✳✸ ❘❡s✉❧ts✿ ❖♥✲❧✐♥❡ ❋❧❛t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✻✳✹ ❘❡s✉❧ts✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✻✳✹✳✶ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✻✳✹✳✷ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶
✻✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
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✻✳✻ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
T ❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ✐♥ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥✱ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿
✐✮ ■t ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧❡❞ str✐♣ ✇❤❡♥ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝✉r✳
✐✐✮ ❚❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ str✐♣ ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐ts ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r✴✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡s❡ r❡str❛✐♥ts✱ ❛ r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛❣❡ ✼✾ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞
✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❆ t❤✐♥ str✐♣ ♦❢ 855 ♠♠ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ 0.355 ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s r♦❧❧❡❞ t♦ ❛♥
❡①✐t t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 0.252 ♠♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
str❡ss ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✭✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❋♦r ❛ t❤✐♥ str✐♣✱ t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞
str❡ss ✐s s✉r❡❧② ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ −800 ▼P❛✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ σcr ✐s ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞❡❞✱ t❤✉s
t❤❡ str✐♣ s❤♦✉❧❞ ❜✉❝❦❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐s ♥♦t ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐t ❢❛✐❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✐♣ st❛t❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐✳❡✳ r❡❧❛① t❤❡
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ σxx(y) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ▲❛♠✸✳ ■t ❛❧❧♦✇❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ❛♥❞ r❡❧❛① t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣
✶✺✽
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✲ r❡♠❛✐♥s ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧▼❆◆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛
♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ str❡ss
♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ s✐♥❝❡✿
✐✮ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♥♦t r✐❣♦r♦✉s ✭tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳
✐✐✮ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s t♦ ✉s❡ t❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ tr✐❝❦②✱ ❤❡❛✈② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡
✭✐t ✐s ❞♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧❧②✮✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✲ ✇✐❧❧ ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮ ✭❝❤❛♣t❡r ✹✮
✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣
♥♦t ♦♥❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡♠ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✻✳✶ ▼❙❇▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸
T ❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙❇▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✐♥
❛ ♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪
❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳
❋✐❣✉r❡s ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧
▲❛♠✸ ❛♥❞ t❤❡ ▼❙❇▼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ i✲ tr❡❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡
♥❡❛r❜② s❡❝t✐♦♥s✲ ❛♥❞ ❛t ❡✈❡r② ●❛✉ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t G ♦❢ ▲❛♠✸✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ (W, q) ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆ε ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ W ❛♥❞
a✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❜②
▲❛♠✸✮ ♦♥ ❡✈❡r② ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ it ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✭❛✮✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✲
✜❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳
✶✺✾
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❋❊▼ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ▼❙❇▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛♠✸✿ ✭❛✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
t❤❡ ▼❙❇▼✱ ✭❜✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❛♠✸ ❛♥❞ t❤❡ ▼❙❇▼✳
✶✻✵
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣✿
❛✮ ❚❤❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞❀
❜✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞❀
❝✮ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜✐t❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❜② ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ r❡❛❧✐t② t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜✉❝❦❧✐♥❣✳
❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✴❞✐✣❝✉❧t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✿
✻✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
S ✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✇❛s ❝❤♦s❡♥✱
w(x, y) =
∑
m
wm(y)e
imqx ✭✻✳✶✮
✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ y−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♦❢t❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞
r♦❧❧✐♥❣ ✲♥❡❛r t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t✲ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ✧❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦❧❞s✧✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✿
✐✮ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ str❡ss σyy(y) ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
σcr✱ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ y−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐✳❡✳ σyy ✐s r❡❧❛①❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇r✐♥❦❧✐♥❣
str❡ss σwryy (y)✳
✐✐✮ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σxx ❛♥❞ σyy ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛①❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✇❛✈❡s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✿ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛♣
♣r❡s❡♥ts ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛✉s✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ∆ε✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✶✻✶
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ t❤✐s ✈✐❝✐♥✐t②✱ σyy ❝❤❛♥❣❡s q✉✐❝❦❧②
❢r♦♠ ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✲r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮❀ t❤✉s✱ ❍②✲
♣♦t❤❡s✐s ✸ ✭♣❛❣❡ ✶✵✺✮ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② s❧♦✇❧②✮ ❛♥❞ t❤❡
▼❙❇▼ ❝❡❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❈❤❛♦t✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♦♠✐tt✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ y−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✲
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ♦♥ ❢♦✉r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡❝t✐♦♥s s✶✱ s✷✱ s✸ ❛♥❞ s✹✳
❲❤❡♥ r♦❧❧✐♥❣ t❤✐♥ str✐♣s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐❧❧ ♠♦st ❞❡✜♥✐t❡❧② ❛♣♣❡❛r ❛♥❞
s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
✶✮ ❚❤❡ ▼❙❇▼ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥❧② ❛ ❝❤♦s❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r ❜✐t❡✲❡①✐t ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss σyy
r❡s♣❡❝ts ❛❣❛✐♥ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✸ ✭♣❛❣❡ ✶✵✺✮✳
✷✮ ❚❤❡ ▼❙❇▼ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❜✐t❡✲❡①✐t✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ σyy✳
✶✻✷
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥❧② ❢♦r y > 0 ❜② s②♠♠❡tr②✳
✦
r
✻✳✸ ❘❡s✉❧ts✿ ❖♥✲❧✐♥❡ ❋❧❛t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❙❇▼
U s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✱ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✭✐✳❡✳ ✉♥❞❡r str✐♣
t❡♥s✐♦♥✮ ✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t σyy ❞♦❡s ♥♦t ✈❡r✐❢② ❍②♣♦t❤❡s✐s ✸ ✭♣❛❣❡
✶✵✺✮ ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✲❡①✐t ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞✐s♠✐ss
tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ σyy ✐♥ t❤❡ 100 ♠♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t✳ ❚❤✐s ✐♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ ✇✐t❤♦✉t s✐❞❡
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ✭❛✮ ❚❤❡ str❡ss σxx ♠❛♣ ✐♥ t❤❡ str✐♣ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣
❡✛❡❝ts✳ ✭❜✮ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ str❡ss σxx ♠❛♣ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡✳
✶✻✸
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❊①❛♠✐♥✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ t❤❡ str❡ss ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ str✐♣ ✐s ✉♥❞❡r s❡✈❡r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❡❞❣❡s✿ ❛r♦✉♥❞ −700 ▼P❛✳ ◆♦r✲
♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ str✐♣ ❝❛♥ t♦❧❡r❛t❡ ♦♥
✐ts ❡❞❣❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ −250 ▼P❛✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str❡ss
✈❛❧✉❡ σxx = −700 ▼P❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ σcr = −250 ▼P❛ ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢
100 ▼P❛ ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ✇❛✈❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✽ t♦ ✻✳✶✵✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡t❡❝ts ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✳ ■t
✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r s✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s✇❡❡♣s ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛♥✲
♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐ts st❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✾❝✮ ❛♥❞ ✻✳✾❞✮ ✲♣❧♦tt❡❞ 1500 ♠♠ ❛❢t❡r
t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t✲✱ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✱ ❛r♦✉♥❞ 45 ♠♠ ❞❡❡♣✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ str✐♣ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ♦❢ ❤❡✐❣❤t ❡q✉❛❧ t♦ 0.35 ♠♠
✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str✐♣✱ ♥❡✐t❤❡r ❜②
✐t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦r ❜② ✐ts s❤❛♣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ str✐♣ ✐s tr❡❛t❡❞
❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡r✐❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s❀ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s ❛❢t❡r ❜✐t❡ ❡①✐t✿
❛❢t❡r 10 ♠♠✱ 1 ♠ ❛♥❞ 1.5 ♠✳
✶✻✹
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ 1 ♠ ❛❢t❡r ❜✐t❡ ❡①✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ✇❛✈② ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
0.35 ♠♠ ❤✐❣❤✳
✶✻✺
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
■♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ∆εxx ❛♥❞ ∆εyy ✲❡✈❡♥t✉❛❧❧② tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss❡s✲ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s
✻✳✾❛✮ ❛♥❞ ✻✳✾❜✮✳ ❖♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ ❤❡❧♣ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s t♦ r❡s♣❡❝t ❛ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ∆ε ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✸❜✮ ✳ ❚❤❡ ♥❡✇ str❡ss❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳
❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡❞❣❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ✐s ♥♦t
✇❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♣r❡s❡♥t ♣♦♦r
❛❣r❡❡♠❡♥t✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ✭❛✮ ❚❤❡ str❡ss σxx ♠❛♣ ✐♥ t❤❡ str✐♣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ✭❜✮
③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ str❡ss σxx ♠❛♣ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡✳
✶✻✻
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss❡s ♣r♦✜❧❡s σxx ❛♥❞ σyy ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❇▼✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ 1 ♠ ❛❢t❡r
❜✐t❡ ❡①✐t✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❚❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠❧✐♥❡s✿ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡
❡❞❣❡ ✭❛t y = 427.5 ♠♠✮✱ ✭❜✮ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ✭❛t y = 423 ♠♠✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐♥ t❤❡ str✐♣ ❝❡♥t❡r
✭❛t y = 0✮✳
✶✻✼
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
■❢ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σx ❛❧♦♥❣ str❡❛♠❧✐♥❡s✱ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡r❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❤❛♣✲
♣❡♥s ✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ str❡ss❡s ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞
❜② ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✸❛✮ ❛♥❞ ✻✳✶✸❜✮ ✮✳ ❚❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s s✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✇❤❡r❡ ❜✉❝❦❧❡s ❛♣♣❡❛r ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❡❞❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸❝✮ s❤♦✇s t❤❛t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r s✐♥❝❡ t❤❡
▼❙❇▼ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡t❡❝t ❛♥② ❞❡❢❡❝t t❤❡r❡ ✭str✐♣ ❝❡♥t❡r✮✳
✻✳✹ ❘❡s✉❧ts✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆
✻✳✹✳✶ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
T ♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡
❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡ ❛♥❞ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ σcr ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ❡♥t❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❞❛t✉♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t r❡♠❛✐♥ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣✴❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♥❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ str❡ss t♦❧❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ −250▼P❛ ✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②▼❙❇▼✲
❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 100 ▼P❛✳
❇♦t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❞❡t❡❝t ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ♦♥ t❤❡
❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♦r❞❡r s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ∆ε ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✳
✶✻✽
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ str❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❙❇▼ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮✿ ♥❡❛r t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t ≃ 10 ♠♠✱ ✭❜✮✿ ❢❛r ❢r♦♠
t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t ≃ 1 ♠✳ ■♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ σcr = −250 ▼P❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ σxx(y) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛♥❞
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧s✳
❆s ❢♦r t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s
σxx(y) ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ r♦❧❧✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ❛♥❞
❜❡❤❛✈❡ ❛❧✐❦❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡② s❤♦✇✱ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
❜✐t❡ ❡①✐t✮✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ str❡ss❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✶✻✾
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✈❛❧✉❡ −250 ▼P❛✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡✳
✭❛✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦❀ σcr = −10 ▼P❛
✭❜✮✿ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦❀ σcr = −250 ▼P❛
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ∆εy ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❢♦r σcr = −10
▼P❛ ❛♥❞ σcr = −250 ▼P❛✳
■♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✱ ♥♦ ❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ str✐♣ ❝❡♥t❡r ♥❡❛r t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t
s✐♥❝❡ t❤❡▼❙❇▼ ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❢♦❧❞s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡
❜✐t❡ ❡①✐t ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s σyy(y)✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ❜✐t❡ ❡①✐t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ∆εx ❛♥❞ ∆εy ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡ str❡ss
✶✼✵
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❢♦❧❞s ✐♥ t❤❡ str✐♣ ❝❡♥t❡r ❛❢t❡r ❜✐t❡ ❡①✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♠✐s♠❛t❝❤✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✇✐t❤ σcr = −10 ▼P❛✳ ❚❤❡ ♥❡✇ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ ❧♦✇❡r ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✈❛❧✉❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss σyy(y) t♦
❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛❢t❡r ❜✐t❡✲❡①✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥s ∆ε ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❋♦r σcr = −250 ▼P❛ ♥♦ ❝❡♥t❡r ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡
❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆s ❢♦r σcr = −10 ▼P❛ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦❧❞s ❛❢t❡r ❜✐t❡✲❡①✐t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ str❡ss❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛r❡ ♥♦t
♣r♦♣❡r❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ▼❙❇▼ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠✐♥❣ ✐♥ t❤❡
y−❞✐r❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦❧❞s✳
✻✳✹✳✷ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✈s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆
T ❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱
❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s ❜② ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ✭✉♥❞❡r ❛♥❞ ❛❢t❡r r❡❧❡❛s❡
♦❢ str✐♣ t❡♥s✐♦♥✮✳
❆❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜❡❧♦✇✿
⋄ ❚❤❡ str❡ss ✈❛❧✉❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✲❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λres ∼ 0.24✲ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✷✵✶✸ ✉♥❞❡r ❛ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ♦❢
100 ▼P❛ ❛r❡ −250 ▼P❛ ❛♥❞ −252 ▼P❛✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳
⋄ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✳
✲ ❋♦r λres ∼ 0.24 ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✱ r❡❧❛① t❤❡
str❡ss ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s t♦ −250 ▼P❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛s
✇❡❧❧✱ ②❡t st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡✳
✲ ❋♦r λres = 1✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✐s ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ♠❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ 38 ▼P❛ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✳
✶✼✶
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ σxx(y) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✱ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧s✳
⋄ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥ts ✐♠♣❧② t❤❛t t✇♦ r❡❛s♦♥s ♠❛② ❜❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣♦♦r ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s
♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛✉s❡❞ ❜②
✲ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ▼❙❇▼ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡s ❛s▼❆◆ ❞♦❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✾✮ ❛♥❞ ❜② t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σxx✳
✲ ✜①✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ W ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λcr ❛♥❞ ❛❞♦♣t✐♥❣ ✐t ❢♦r ❡✈❡r② λ > λcr✳ ❚❤✐s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❜② t❤❛t ❢❛✐❧s t♦ r❡❧❛① ♣r♦♣❡r❧②
t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡✳ ■t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✽ ❛♥❞ ✻✳✶✾✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t❡❞ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r λ = 1✳
✶✼✷
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✭❛✮✿ λres ∼ 0.24✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤❂ ✷✷✹ ♠♠✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡❂ ✵✳✷✽ ♠♠
✭❜✮✿ λres = 1✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤❂ ✸✵✵ ♠♠✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡❂ ✹✳✺ ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❆◆✷✵✶✸ ❢♦r λres ∼ 0.24 ❛♥❞ λres = 1
❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✭❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦❧❞s ❛♣♣❡❛r ✜rst ✭❢♦r λres = 0.03✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ❛r❡
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ str✐♣ ♣♦st✲❜✉❝❦❧❡❞ st❛t❡✱ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✽ ❛♥❞ ✻✳✶✾ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ 40 ♠♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ❋♦r λres ∼ 0.24 ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 0.28 ♠♠✱ ❛s ❢♦r λres = 1 ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 4.5 ♠♠✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❞❡t❡❝ts
✇❛✈✐♥❡ss ♦❢ 0.35 ♠♠ ❤❡✐❣❤t✳ ■t ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆
❛t λres ∼ 0.24✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡ W ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣ st✉❞② ❛✛❡❝ts
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✇❛✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❜② t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ♣♦♦r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♣♦✐♥t tr②✐♥❣ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭♠❛②❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✶✼✸
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❆◆✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♠♦❞❡❧ ✲❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✲✳
❋♦r t❤✐s s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❈♦✉♥❤❛②❡ ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡
✇❛✈❡ ❞❡❢❡❝t✿ t❤❡ ✇❛✈❡ ❞❡♣t❤ ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ 10 ♠♠✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❛s 70 ♠♠ ❛♥❞ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1 ♠♠✳ ❚❤✐s ❝❡rt✐✜❡s t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❈♦✉♥❤❛②❡✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✐s ②❡t t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞✐❡s tr❡❛t✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✻✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s
T ❤❡ s❛♠❡ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦❧❧✐♥❣
✲ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳
▼♦❞❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✭❈P❯✮
▲❛♠✸✴❚❡❝✸ TCPU = 4h 22 ♠✐♥
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✭✶✳✷ t♦ ✶✳✺✮ ×TCPU
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✭3 t♦ 4✮ ×TCPU
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ✭1.4✮ ×TCPU
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✭❈P❯✮ ❢♦r ✿ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❈♦✉♥❤❛②❡✱
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✮✱ ❜♦t❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ♠❡❛♥ ❛♥ ❡①tr❛✲❝♦st ♦❢ 20 t♦ 50%✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str❛✐♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ❝♦sts 200 t♦ 300% ♠♦r❡✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✉s❡r✬s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s❤♦t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡s t②♣✐❝❛❧❧②
t❤r❡❡ ❢✉❧❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t ♠✉st ❜❡
r❡❝❛❧❧❡❞ ✜rst t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡s ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛❧❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐s ❥✉❞❣❡ ✶✮ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✲❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧✱ ✷✮ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
✶✼✹
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
♣✉t❡❞ ✇❛✈❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss ♣r♦✜❧❡✳
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✷✵✶✸ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✳ ◆♦t ♦♥❧② ❞♦❡s ✐t
❝♦♠♣✉t❡ ❛ str❡ss ♣r♦✜❧❡ σxx(y) ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❞❡✲
t❡❝ts t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✇❛✈❡s✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛t ❜✐t❡ ❡①✐t✱ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♥ t❤❡
❡❞❣❡ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤♦✉❣❤ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✱ r❡♠❛✐♥s r❡❛❧✐st✐❝✳
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦rr❡❝t σxx(y) ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ ❞❡t❡❝ts t❤❡ t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ✇❛✈❡s✳ ■ts ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ❣✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆♦t
t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜s❡♥t✿ t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✲ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠❡s ♦✉t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❘♦❞❞❡♠❛♥ ✲ ❈♦✉♥❤❛②❡ ✲
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ✇❛✈❡ s❤❛♣❡ ♦r ♠♦❞❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ❛
♠♦❞❡ ✐s ♣r❡✲s❤❛♣❡❞ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ✲ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥ ♦♥❡ ♦r ❡✈❡♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡
x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳
■t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✱ ❜✉t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ str❡ss ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s
❜② t❤❡ ✇❛② s❤♦✇s t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡s ❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r
σyy ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ σxx str❡ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
✇❛✈❡s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ❧✐♥❡✱ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❢t❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳ ❚❤✐s
✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ st❛t❡
❛❢t❡r t❡♥s✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❣✉❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss
♣r♦✜❧❡ r❡❧❛①❡❞ ❛❢t❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ T0 ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✱ ❜✉t
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ②✐❡❧❞
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡ss ❝♦st❧② ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱
✉♥❞❡r t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ ✇❛✈❡ ❣❡✲
♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❢ ♠♦r❡ t❡sts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❧✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❧✐❡s ✐♥ ❜❡✲
✶✼✺
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
t✇❡❡♥✱ ❣✐✈✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦
❝❛♥ ❤❛r❞❧② s✉❣❣❡st✱ ❜✉t ❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ✜♥❛❧✱ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss st❛t❡✳ ■s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡❄ ■t s❤♦✉❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❛♥❞ t✇✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛♥❦s ❝✉t ❢r♦♠ t❤❡ str✐♣
✐♥ t❤❡ ♣r❡ss s❤♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❛❧✳
◆♦✇ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❡r♠s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ str✐♣ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r♦❧❧ st❛❝❦ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ str✐♣ ✐s ❛ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t
✐s ✐t r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡❄
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❤❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
r❡❞✐str✐❜✉t❡s str❡ss ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐t❡✱ ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜✐t❡✳ ❚❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ t✇♦✲st❡♣✱ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✈❡♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ✭✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ▼❆◆ ✭✷✵✶✸ ✈❡rs✐♦♥✮ ❣✐✈❡s s❡❡♠✐♥❣❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦❢ r❡❧❛①❡❞
str❡ss ♣r♦✜❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✸ ❛♥❞ ✷✳✷✹✮✱ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦❧❞s✱ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦r ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❢❡❝ts ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❛❝t ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t ❞♦❡s ❞❡t❡❝t ❡❞❣❡ ✇❛✈❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✭0.2 ♠♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ t❤❛♥
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆ ✭3 ♠♠✮✳ ■t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ str❛t❡❣②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ t❤❛t ✐t ❛ttr✐❜✉t❡s
❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡s✳ ■t t❤✉s ❛♣♣❡❛rs✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱
❛s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦st✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼❙❇▼ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
✐✮ ❈❤♦♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤
❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y✿
w(x, y) =
∑
m
wm(x, y)e
im[q1x+q2y] ✭✻✳✷✮
✇❤❡r❡ q1 ❛♥❞ q2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
y−❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥m ♦r❞❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ y✳ ❚❤❡▼❙❇▼ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ 2D ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧ ❝♦st✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❙♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠✿ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✐ts
✶✼✻
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✐❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r✮ ❡t❝✳ ❆♥②✇❛②✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✇✐❧❧
❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t▼❙❇▼✳
❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦❧❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝♦♥❝❛✈✐t② ❛♥❞ r❡❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♥❣ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s t♦ r❡s♣❡❝t ❤♦♣❡❢✉❧❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❛✈✐♥❡ss ❛s ✇❡❧❧✳
✐✐✮ ❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ▼❙❇▼ ✭✐✳❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✮ ❜✉t
✉s❡ ✐t t✇♦ t✐♠❡s t♦ ❞❡t❡❝t ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❛ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ▼❙❇▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ y−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛t❡ ♦r ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ③♦♥❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜✐t❡✲❡①✐t✱ ✇❤❡r❡ σy ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡✱ t❤❡ ▼❙❇▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❛✈✐♥❡ss ✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧❧ ♦✈❡r
t❤❡ str✐♣ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▼❙❇▼ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❢♦❧❞s ✐♥ t❤❡
y−❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞♦♥❡ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ x ❜② y ❛♥❞ σx ❜② σy ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
s②st❡♠✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♦♥❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳
■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦❧❞s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ str❡ss❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r σy ✇♦✉❧❞
❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❢❛❝❡❞ ❜❡❢♦r❡✳
❚❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ✐❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❞❡t❡❝t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦❧❞s✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t str❡ss ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱
✐t ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❛✈❡s ❜② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✇❛✈❡s✳
✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
F ✐rst✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧▼❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲
▼❙❇▼ ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s❡✈❡r❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ♦t❤❡r
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❛♥❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✮✱ ✐t ✇❛s ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡❧② ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳
✶✼✼
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✻✳✻ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
D❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✭❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✮ ▼❙❇▼ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛ été ♣rés❡♥té✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ rés✉❧t❛♥t✱ ♥♦♠♠é ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✱ à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s
❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té s♦✉s tr❛❝t✐♦♥ ✭❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❛ été ❡①♣❧♦ré❡✳ P✉✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧✐♠✲
✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥t été ❛♥❛❧②sés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t
▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❞♦✐t êtr❡
❡♥r✐❝❤✐ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛♠✐♥❛❣❡ à ❢r♦✐❞✳ ❈❡❧❛ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
x ❡t y ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s ❡t ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳
✶✼✽
❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉
❘❊❈❖▼▼❊◆❉❆❚■❖◆❙
✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
T ❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜❛s❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ str✐♣ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✭▲❛♠✸✴❚❡❝✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢✿
⋄ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❡❢❡❝ts ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐✳❡✳ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥
⋄ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r♦❧❧✲st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
⋄ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜✐t❡✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❲❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② r❡❛❧✐③❡❞✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ str❡ss tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝
❛♥❞ ✐♥ ♣♦♦r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s
❬❈♦✉♥❤❛②❡✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ str✐♣✲r♦❧❧ st❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳
❇✉❝❦❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rs ♦♥✲❧✐♥❡ ✉♥❞❡r str✐♣ t❡♥s✐♦♥ ✭♠❛♥✐❢❡st
❞❡❢❡❝t✮ ❛s ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✈❡r② t❤✐♥ str✐♣s✳
❚♦ ✉♣❣r❛❞❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✱ t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✿
⋄ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡
✶✼✾
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
③♦♥❡ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ str❡ss ♣♦st✲❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❇✉t ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡
✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✭t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✱ ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣✴❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❧✐♥❡s✳
⋄ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ 3D ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ▼❆◆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❆◆✲ ✐s ❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ③♦♥❡✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉❝❦✲
❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✭3D ✈s✳ s❤❡❧❧ ❋❊✮ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡
♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s tr✐❝❦② ❛♥❞ ❝♦st❧②✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t P❤✳❉✳ ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✐♠ ✇❛s t♦ ✜♥❞ ❛ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ②❡t r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②
❛❧s♦ t❤❡ str✐♣ ❜✉❝❦❧❡❞ s❤❛♣❡✳
❆❢t❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦❧❞ r♦❧❧✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡r ✶ ✮✱ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ ✇❛s s❝❛♥♥❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♥❡❡❞s ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉❛♠✐❧ ✫ P♦t✐❡r✲❋❡rr②✱ ✷✵✵✻❪ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣♦♦❞
❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈♦♥ ❑ár♠á♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ ✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❙❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r
✐♥ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ 1D
♣r♦❜❧❡♠ ❜r♦✇s✐♥❣ t❤❡ str✐♣ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥ ❜② tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ▼❙❇▼
✇❛s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ✭♣❛r❛❜♦❧✐❝ str❡ss ♣r♦✜❧❡s✮ t❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ♦t❤❡r
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ▼❆◆✱ ❆❜❛q✉s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳
❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❙❇▼ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ r❡❛❧ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① str❡ss ♣r♦✜❧❡s ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✳
❉✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s t❡st❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼❙❇▼ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s
❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❣❛✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✲❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
✢❛t♥❡ss ❞❡❢❡❝ts✲ ✇✐t❤ ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❲❘❇ ❢♦r❝❡✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡▼❙❇▼ ✇✐t❤ ▲❛♠✴❚❡❝✸ ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮ ❤❛s ♠❡t s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❛♣✐❞❧② ✈❛r②✐♥❣ str❡ss σy ❥✉st ❛❢t❡r ❜✐t❡ ❡①✐t✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ✇❛✈❡s ✇✐❧❧
♦♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡▼❙❇▼ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ str❡ss❡s σy ❤❛s ❝❛✉s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❢t❡r
❜✐t❡ ❡①✐t✳
✶✽✵
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✷ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s
I♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✿
⋄ ❊♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ▼❙❇▼ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✿
✲ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✇❛✈✐♥❡ss ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
✲ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
λcr ✐✳❡✳ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ▼❆◆✳
⋄ ❈♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♥✲
❢r♦♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿
✲ t❤❡ ▼❡♣❧❛❝❛ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r ♠❛♥✐❢❡st ❞❡✲
❢❡❝ts✱
✲ t❤❡ ✢❛t♥❡ss r♦❧❧ ❢♦r ❧❛t❡♥t ❞❡❢❡❝ts✳
⋄ ❘❡✈✐s✐t t❤❡ ❜✐t❡✲❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st✉❞② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
♠♦❞❡❧✳
⋄ ❘❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡ st✉❞✐❡s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✉s✐♥❣
✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✇♦r❦ r♦❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ str✐♣ ✢❛t♥❡ss ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞✳
⋄ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ ✐❢ t❤❡② ❛r❡
✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✱ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ❞❡❜❛t❡✱ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲❜✉❝❦❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ♥♦t✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ✐♥ ❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ ✷✵✶✵❪✱ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t❡❞ r♦❧❧✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❜✐t❡ ❛♥❞ ♣♦st✲❜✐t❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❢❛✈♦rs
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✱ ✈✐❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ tr✉t❤ ❜❡❤✐♥❞
t❤✐s s✉❣❣❡st✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r s❡r✐♦✉s❧② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ■t s✐♠♣❧✐✜❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡st t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥❡s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛❧❧ s♦rts ♦❢
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤✳
✶✽✶
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ❘♦❧❧✐♥❣✲❇✉❝❦❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ▲❛♠✸✴❚❡❝✸✲▼❙❇▼
✶✽✷
❆PP❊◆❉■❳ ❆
❆✳■ ❘♦❧❧ ❝r♦✇♥
❚❤❡ ❝r♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ Cr ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ❞✐❛♠❡t❡r Dc
❛♥❞ ✐ts ❡❞❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r De✿
Cr = Dc −De ✭❆✳✶✮
❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❛② t❤❡ r♦❧❧ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ str✐♣✳ ❋♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧
✢❛t str✐♣✱ ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧ s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶
✐❧❧✉str❛t❡s r♦❧❧s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝r♦✇♥✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r♦❧❧ ❝r♦✇♥
❆✳■■ ❙tr✐♣ ❝r♦✇♥
❆t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❛ ❤♦t r♦❧❧ ♠✐❧❧✱ ❛ str✐♣ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛❧♦♥❣ ✐ts ✇✐❞t❤✳
Hc ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❛❧♦♥❣ ✐ts ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ❛♥❞He ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❆ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤✐r❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t❤❡r t❤✐❝❦♥❡ss Hf
✶✽✸
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆
♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❢❡❛t❤❡r s❧✐❣❤t❧② ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ❥✉❞❣❡❞
r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r♦❧❧s✱ t❤❡ str✐♣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝r♦✇♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹
❞❡✜♥❡s t❤❡ str✐♣ ❝r♦✇♥ Cs✿
Cs = Hc −Hf ✭❆✳✷✮
❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ str✐♣ Hc ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r Hf ✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✐♣ ❝r♦✇♥ t②♣❡s✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ str✐♣ ❝r♦✇♥✳
✶✽✹
❆PP❊◆❉■❳ ❇
❇✳■ ▲❛♠✸
▲❛♠✸✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ r♦❧❧✐♥❣ t❤✐♥ str✐♣s ✉s❡s ❛ q✉❛s✐✲❊✉❧❡r✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✲✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✭❇✳✶✮✮✱ ✭✭❇✳✷✮✮ ❛♥❞ ✭✭❇✳✸✮✮✳
❋♦r ❡✈❡r② V ∗,
∫
Ω
σ(V ) : D∗dΩ−
∫
∂Ωc
τtV
∗dS−
∫
∂Ωc
σn.nV
∗dS−
∫
∂Ωf
T impV ∗dS = 0 ✭❇✳✶✮
P❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ :


p˙ = −χtr(D)
d =
s˙J
2µ
+
3
2
˙¯ε
σ0(ε¯, ˙¯ε)
s ✐❢ ˙¯ε ∈ R+ ♦r✱√
3
2
s : s = σ0(ε¯, ˙¯ε)
✭❇✳✷✮
❊❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ :


p˙ = −χtr(D)
d =
s˙J
2µ
✐❢ ˙¯ε ∈ R−∗
✭❇✳✸✮
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ▲❛♠✸✴❚❡❝✸ ✉s❡s ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❤❡①❛❤❡❞r✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❢♦r♠ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤✉s t❤❡ ♥♦❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥ x = (x, y, z) r❡s♣❡❝t ❛❧✇❛②s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✹✮✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s♣❡❡❞
✶✽✺
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇
✜❡❧❞✱ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✭❇✳✶✮✮✿
yk+1 = yk +
∫ xk+1
xk
Vy(x)
Vx(x)
dx
zk+1 = zk +
∫ xk+1
xk
Vz(x)
Vx(x)
dx
✭❇✳✹✮
✇❤❡r❡ k ❛♥❞ k+1 ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✲
❧✐♥❡✳
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✭❇✳✹✮✮ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✭ ✭❇✳✶✮✮✲✭✭❇✳✸✮✮ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❇❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡
❡❧❛st✐❝ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭ ✐❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✲ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❇✳■■✮ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧s✴str✐♣ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ✭✐❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛
s♣❛❝❡ st❡♣ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞✴s♣❛❝❡ r❛t✐♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡❧❛st♦✲
♣❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❛
●❛✉ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ✭♦♥ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠❧✐♥❡✮✳ ❚❤✐s ✜❝t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣
❞❡♣❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ●▲❍❚❙ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
▲❛r❣❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❚✐♠❡✲❙t❡♣✮✳
❇✳■■ ❚❡❝✸
❚❡❝✸ ✐s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✿
⋄ ❆ st❡❛❞②✴✉♥st❡❛❞② t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧
⋄ ❆ ✇♦r❦ r♦❧❧ t❤❡r♠❛❧ ❝r♦✇♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
⋄ ❆ ✇♦r❦ r♦❧❧ ❛♥❞ str✐♣ ♠❡s❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧
⋄ ❆ r♦❧❧ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲❛♠✸
❚❡❝✸ ✉s❡s t❤❡ str✐♣ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲❛♠✸ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✐♣✲❲❘
❝♦♥t❛❝t ♣r❡ss✉r❡ ❛s✿
σn = σ.nc ✭❇✳✺✮
✇❤❡r❡ nc ✐s t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ str✐♣✲❲❘ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ str❡ss σn ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ 3D ❡❧❛st✐❝ st❛❝❦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦❧❧ ❜❡♥❞✲
✐♥❣✴✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❇♦✉ss✐♥❡sq ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
✶✽✻
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❧s ✭✇♦r❦ ❛♥❞ ❜❛❝❦✉♣ r♦❧❧s✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✬❘♦❧❧ ❑✐ss✬ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ 3D ❍❡rt③✐❛♥ ❝♦♥t❛❝t ♠♦❞❡❧✳
❇✳■■■ ❙❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜② ▼❆◆
❚❤❡ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡▼❆◆ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡❀ ✐t r❡sts ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ t❤❡♦r✐❡s
♦❢ ♣❧❛t❡s ❛♥❞ s❤❡❧❧s✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✲ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r x ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
x(θ1, θ2, θ3) = r(θ1, θ2) + θ3a3(θ1, θ2) ✭❇✳✻✮
✇❤❡r❡ r ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡✱ (θ1, θ2, θ3) ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ a3 ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❜② ▼❆◆✳
ξ(θ1, θ2, θ3) = ξ(θ1, θ2) + θ3ω(θ1, θ2) ✭❇✳✼✮
✇❤❡r❡ ξ ❛♥❞ ω ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐❞✲s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ◆♦✇✱ t❤❡
✈❡❝t♦r x¯ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
x¯ = (r + ξ) + θ3(a3 + ω) = r¯ + θ3a¯3 ✭❇✳✽✮
✶✽✼
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✭❇✳✼✮✮ ❛♥❞ ✭✭❇✳✽✮✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡
str❛✐♥ t❡♥s♦r γc ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
γcij = αij + θ3βij + (θ3)
2Qij ✭❇✳✾✮
✇❤❡r❡
a3 =
∂x
∂θ3
; a¯3 =
∂x¯
∂θ3
ai = ri; a¯i = r¯i
αij =
1
2
(a¯ia¯j − aiaj)
βij =
1
2
(a¯3,ia¯j + a¯3,j a¯i + a3,iaj + a3,jai)
βi,3 =
1
2
(a¯3,ia¯3 + a3,ia3)
β33 = 0
Qij =
1
2
(a¯3,ia¯3,j − a3,ia3,j)
Qi3 = 0
Q33 = 0
❚❤❡ t❡r♠ β33 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❇✉❝❤t❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇✉❝❤t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t γc33 ♠✉st
❜❡ ❛t ❧❡❛st ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❀ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t β33 ❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t
✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦r
❡♥❤❛♥❝❡❞ str❛✐♥ γ˜ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❊♥❤❛♥❝❡❞
❆ss✉♠❡❞ ❙tr❛✐♥ ✭❊❆❙✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙✐♠♦ ✫ ❘✐❢❛✐✱ ✶✾✾✵❪❀ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛✐♥ ♠✉st ❜❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✳
❚❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ γc33 ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞
✈❡r✐❢②✿
γ˜ = γ − γc
∫
Ω
(St : γ˜)dΩ = 0
✭❇✳✶✵✮
✶✽✽
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➱t✉❞❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❧❛♥é✐té ❡♥ ❧❛♠✐♥❛❣❡ à ❢r♦✐❞ ❞❡s tô❧❡s ♠✐♥❝❡s✳ P❤❉
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❬❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❙✳ ❆❜❞❡❧❦❤❛❧❡❦✱ P✳ ▼♦♥t♠✐t♦♥♥❡t✱ ◆✳ ▲❡❣r❛♥❞✱ P✳ ❇✉❡ss❧❡r✳
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 Méthode multi-échelle pour la modélisation du flambage des tôles 
minces sous contraintes résiduelles – Application au laminage à froid 
RESUME La modélisation des défauts de planéité apparaissant en ligne en laminage à froid des tôles 
minces est abordée comme un problème de flambage de tôles minces sous contraintes résiduelles. 
Celles-ci sont les contraintes engendrées au-delà de l’emprise par le laminage lui-même. Pour cela, 
un modèle de flambage et post-flambage de tôle (forme, amplitude, contraintes) fondé sur la méthode 
multi-échelle de Damil et Potier-Ferry, et nommé MSBM pour Multi-Scale Based Method, a été 
développé. En entrée, on y introduit une carte de contraintes post-emprise venant d’un calcul de 
laminage. Les hypothèses simplificatrices du modèle de flambement permettent de ramener sa 
résolution à un ensemble de problèmes éléments finis 1D, mais de ce fait restreignent l’analyse aux 
défauts de type bord long ou centre long. Dans sa version découplée, ce modèle a été comparé avec 
succès à des résultats de la littérature. Il permet d’effectuer des études paramétriques d’intérêt 
pratique, comme l’influence du frottement ou de la force de contre-flexion des cylindres sur l’état de 
contrainte et la géométrie de la tôle.  
Dans un second temps, ce modèle est introduit comme modèle de flambage intégré dans le logiciel 
éléments finis de laminage Lam3/Tec3. Comme dans le modèle précédent implémenté par 
Abdelkhalek en 2010, MSBM calcule un champ de déformation lié spécifiquement aux déplacements 
hors-plan caractérisant le flambage, champ de déformation qui est ajouté à la décomposition élastique 
– plastique et réactualisé à chaque itération du calcul éléments finis. Des comparaisons ont été 
effectuées avec les deux modèles couplés précédemment implantés par Abdelkhalek. Elles montrent 
les insuffisances du présent modèle de flambage, unidirectionnel, qui ne permet pas de traiter toutes 
ensemble les diverses instabilités, d’orientations différentes, qui ont lieu après la sortie d’emprise et se 
révèlent fortement couplées entre elles. Des pistes d’amélioration sont proposées en conséquence.  
 
Mots clés : Laminage à froid, Tôle mince, Flambage, Post-flambage,  Contraintes résiduelles, 
Méthode éléments finis, Méthode multi-échelle 
 
Multi-scale method for modelling thin sheet buckling under residual stress 
in the context of cold strip rolling 
ABSTRACT : Modelling of on line manifest flatness defects in thin strip cold rolling is addressed as a 
problem of buckling under residual stresses. The latter are stresses built beyond the roll bite by the 
rolling process itself. To this aim, a buckling / post buckling model has been developed, giving strip 
shape, amplitude and stresses, based on Damil and Potier-Ferry’s method and hereafter named 
MSBM like Multi-Scale Based Method. Its input is a post-bite stress map computed by a rolling model. 
Simplifications of the buckling model make it amenable to a series of 1D FEM solutions, but restrict its 
application to simple flatness defects such as wavy edges or wavy centre. In a decoupled version, it 
has been successfully compared with literature results. It allows parametric studies of practical 
interest, such as the influence of friction or work roll bending force on post-buckled strip shape and 
stress.  
In a second stage, this model is implemented as the internal buckling model in the FEM software 
Lam3/Tec3. As the previous one, implemented by Abdelkhalek in 2010, MSBM computes a strain field 
strictly due to the out-of-plane displacement which characterizes buckling. This strain field is 
introduced into the elastic – plastic decomposition and updated at each iteration of the finite element 
computation. Comparisons have been performed with the two models previously coupled to 
Lam3/Tec3 by Abdelkhalek. They show the limits of the present unidirectional buckling model, which 
cannot deal with all instabilities together, which have different orientations and take place after roll bite 
exit, which furthermore prove to be strongly interacting. Ideas for future generalization of the coupled 
model are proposed accordingly.  
 
Keywords : Cold rolling, Thin strip, Buckling, Post-buckling, Residual stress, Finite element method, 
Multi-scale method 
